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Sur l'aire des surfaces polyédrales. 


Par 


Maurice Fréchet (Université de Strasbourg). 


On doit à Schwartz (voir le cours d'Analyse de Hermite) un 
exemple montrant qu'une surface polyédrale variable inserite dans 
un cylindre droit peut converger vers ce cylindre sans que l'aire 
de cette surface polyédrale converge vers l'aire du cylindre ou méme 
reste finie. 

Il y a lieu de remarquer que le cylindre est une surface courbe 
et que son aire est définie d'une fagon diftérente de celle des po- 
lyédres. La remarque suivante n'est donc peut-être pas dénuée d'in- 
térêt bien qu'il suffise d'y penser pour qu'elle saute aux yeux: 

On peut dans l'exemple de Schwartz remplacer le cylindre 
par une surface de méme nature que les surfaces approchées qu'on 
lui compare. En d'autres termes: 

Etant donnée une surface BEN quelconque PY), 
on peut construire des surfaces polyédrales inscrites dans la première, 
qui convergent vers P et dont les aires peuvent converger vers toute 
valeur supérieure ou égale à celle de P 

Considérons en effet une surface polyédrale quelconque P c'est . 
a dire une surface formée par un certain nombre (fini) de polygo- 
nes accolés le long de lenrs arêtes 1). 

Considérons une de ces arêtes et deux des faces de P qui 
y aboutissent sans être dans un même plan. On pourra toujours dé- 
couper dans chacune de ces deux faces un rectangle ayant l’aröte 
considérée ou une partie de cette arête pour base et assez petit 
pour que ce rectangle soit tout entier dans la face. 


— — _—— й 


1 Nous supposons naturellement que les faces de Р ne sont pas toutes dans 
un meme plan. 
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On a ainsi délimité deux rectangles B C D E, BC D' Е’. Nous 
construirons alors un polyedre P, „ approché de P de la façon sui- 
vante: Pa, sera constitué 1° de la partie de P qui n'appartient pas 
à la surface polyédrale ouverte Q consistant dans les deux rectangles 
BCDE et BCD'E' et 2° dune surface polyédrale ouverte Q,., 
inscrite dans la surface polyédrale Q. 

Tout revient alors à résoudre le problème pour le cas simple 
où la surface polyédrale donnée est constituée par deux rectangles 
non dans un méme plan. 

Il nous suffit alors d'altérer légerement la construction de 
Schwartz pour arriver au résultat annoncé. 

Divisons la longueur BC= h 
E mn parties égales. Par le premier, 
le troisième, ... point de division 
menons des parallèles à BE et BE’ 
et de longueurs m fois plus petite 
que la longueur 5 de ces cótés BE 
et BE’ que nous pourrons supposer 
égaux. 

Joignons les extrémités Е,, Ei, 
E,, Ey,... de ces segments aux points 
de division pairs D, B,, В, ... de 
BC, les plus voisins. La surface po- 
lyédrale O. , sera constituée par les 
triangles B E, Lij, B, E, E. B, E, ka, 
В, Е. Es ... et par les polygones 
D C р’ ЕВЕ В, ВВ, ... D, ЕВЕ, В, Е, 

.. D. Lorsque m et x croissent in- 
définiment à la fois, il est manifeste que Qm „ converge vers Q. (Si Гоп 
veut préciser, il est possible d'établir entre les points de Q et de Qu. 
une correspondance bunivoque et bicontinue telle que le maximum 
de la distance de deux points correspondants tend vers zéro en même 


LE) e 
temps que +2). En outre la somme des aires des deux poly- 
m 


gones dentelés communs à © et Qm n converge vers l'aire A de Q. 
L'aire de la partie restante de © teud vers zéro. Il reste à voir ce 
que devient l'aire de la partie restante de Q, ,; c'est-à-dire ce que 
devient l'aire А, „ somme des aires des triangles BH, Ej, В, E, Ky,... 
On voit facilement que chacun a pour aire: 


b . Of /h? 6 0 
raw ZA 22 Ao usas 9. 
9677718 VE + т? °° P 


où Ө représente l'angle des plans BE DC et BE'D'C. Donc 


Ais mm cin + cost 2 tS = sin 5 ШЕБІ т ра сов? 


La variation de 4), lorsque m et n croissent indéfiniment dé- 
! ! na WP 
pend essentiellement de la façon dont on fait varier mi On peut 


DI! o 


4 
faire tendre l, „ vers n'importe quel nombre positif ou nul 4. Il 
suffit de prendre: 
MON 6 ° n 24 
b Sino. а b cos 5 — A ou mu 0 
4° étant voisin de 4; par exemple on peut prendre (quand m est 
2m? A 


assez grand) pour п la partie entière de Te 


2 
Alors Was SE — 0 ave 0=o<1 
d'où: 
6 
|а 2 ECH nok ? P int È 


Donc lorsque m et pur о» п croissent indéfiniment de 
la manière indiquée, 4,,, tend vers 4. Aiusi on peut construire Qn , 
de sorte que Ja mesure de son aire tende vers n'importe quel nom- 
bre А-- 4 au moins égal à l'aire A de Q. On peut aussi en pre- 
nant par exemple и = m? faire tendre vers l'infini l'aire de (0, .. 
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Sur la distance de deux surfaces. 
Par 
Maurice Fréchet (Université de Strasbourg). 
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1. Introduction. J'ai donné dans ma Thèse (Rendiconti del 
Circ. Mat. Palermo, 1906, f. 22, p. 53) une définition de la distance!) 
de deux courbes de Jordan qui m'a permis d'éteudre à la classe 
des courbes de Jordan un grand nombre de propriétés des ensem- 
bles linéaires. J’indiquai aussi qu'il serait possible moyennant quel- 
ques précautions de donner une definition analogue pour la distance 
de deux surfaces. Je me propose d'indiquer ici cette definition et 
les principales propriétés de cette nouvelle notion. 

2. Surfaces de Jordan. On peut concevoir de plusieurs façons 
la notion de surface. Si on періге les questions de sens et d'orien- 
tation, si deux surfaces composées des mêmes points sont considé- 
rées comme identiques, une surface n'est qu'un ensemble de points, 
ensemble d’ailleurs satisfaisant à certains conditions (par exemple de 
coïncider avec sa frontière). Dans cette conception, on peut adopter 
pour la distance de deux surfaces une défnition analogue à la dé- 
finition ordinaire de la distance de deux ensembles ponctuels quel- 
conques, 

Nous tenons au contraire ici à faire intervenir d'une façon 
essentielle dans la définition d'une surface non seulement la position 
des points qui la composent, mais l'ordre relatif de ces points. Nous 


1) J'appelle maintenant distance ce que j'appelais alors écart. 
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aurons alors une conception analogue à celle des courbes de Jordan, 
que certains appellent des ,trajectoires* pour bien marquer qu'une 
courbe de Jordan est définie non seulement par la position de ses 
points mais par l'ordre dans lequel ils sont parcourus. 

C'est pourquoi nous proposons d'appeler surfaces de Jordan 
les ensembles ponctuels orientés que nous allons définir. 

Une surface de Jordan est lensemble orienté S des points M 
qui correspondent aux points m d'une aire plane o (contour compris) 


par une transformation univoque et continue — que nous désigne- 
rons par la notation 
(1) М = f (т), (m sur o). 


C'est à dire que cette relation fait correspondre à tout point 
m de c un point déterminé М et que si m’ de o tend vers m 
le point M’ = f (m') tend vers le point М — f (m). Cette notation 
abrégée remplaee avantageusement l'ensemble équivalent des re- 
lations 
(2) X=a(z,y) ` Y= b (x, y), Z =c (x, y) 
qui font correspondre à tout point m de o, de coordounées x, у, 
un point M de S de coordonnées À, Y,Z, les fonctions a,b, c, étant 
supposées uniformes et continues sur 0. 

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas où o est une aire 
limitée par une courbe plane de Jordan sans point multiple, c'est 
à dire ой o est homéomorphe d'une aire circulaire s. Autrement dit; 
nous supposons que l'on peut établir entre o et s une correspon- 
dance biunivoque et bicontinue. 

Il est évident qu'il existe une infinité de transformations uni- 
voques et continues ЛГ == f (m) d'aires planes telles que o qui font 
correspondre à leurs domaines de représentation o le méme ensem- 
ble de points de l'espace. Mais deux d'entre elles ne correspondent 
pas nécessairement à la même surface de Jordan puisque les points 
dont se composent cet ensemble peuvent étre à chaque fois rangés 
dans un autre ordre. 

C'est un probléme qui exigerait quelques développements de 
définir exactemeut ce qu'on entend par ordre ou orientation des 
points d'une surface de Jordan et de déduire de définitions pure- 
ment géométriques les conditions analytiques pour l'identité de deux 
surfaces de Jordan 5, données par leurs représentations paramé- 
triques 
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(1) М =f (т) m dans o 
(3) u=g(m) т dans o. 


Pour plus de brièveté nous nous contenterons de poser ici ces 
conditions comme définition de l'identité de S, 2. 

3. Identité de deux surfaees de Jordan. Si l'on peut éta- 
blir entre о et с’ une homéomorphie telle que les points M de S, 
и de У — correspondant à deux points m de o, m’ de с’ qui ве 
correspondent dans cette homéomorphie, — soient toujours en coin- 
cidence, nous considérons les surfaces S et У comme non distinctes. 

Analytiquement, cette condition s'exprime ainsi: il existe une 
transformation biunivoque m' = а (m) de о en о’, telle que 


f (m) = 9 (a (m)), (m sur o). 

Mais il est évident qu'une telle condition n'est pas nécessaire 
pour lidentité des surfaces S et 2. Pour le faire mieux voir don- 
nons un exemple. 

Prenons pour o et o un méme carré ABCD et définissons S 
par la relation identique M = m dans о; c'est à dire que S est aussi 
ce méme carré ABCD, dont les points sont rangés dans le même 
ordre sur S et sur o. D'autre part tragons dans 4 BCD un segment 
EF de longueur l, parallèle à AB et symétrique par rapport au 
centre 0. Faisons correspondre à AH FB, DEFC, ВЕС, AED con- 

sidérés comme appartenant à o' les triangles 
D АОВ, DOC, BOC, АОВ considérés comme 
appartenant à 3. (On pourra supposer que 
chaque segment de о” parallèle à AB corre- 
spond à un segment de У situé sur la méme 
parallele à AB et que la transformation res- 
pecte le rapport des distances parallèles à A B, 
À B à l'intérieur de chacune des 4 aires partielles). 
Ceci étant, 2 est encore formé des points du carré ABCD lequel 
a subi des contractions par ci, des dilatations par là, qui n'ont pas 
altéré la disposition respective des points. Autrement dit, il n’y a pas 
lieu de considérer 5 et У comme des surfaces distinctes. Pourtant 
si on fait coïncider un point M de S et un point и de Х correspon- 
dant aux points m de o, m’ de o', il est impossible de considérer 
la correspondance entre m et m’ comme une homéomorphie: cette 
correspondance est une transformation univoque et continue de m’ 


en m mais non biunivoque. 


Cependant s'il est impossible d'établir entre m et m’ une ho- 
méomorphie telle que M et m coincident, il existe des homéomorphies 
de m et m’ telles que Jf et и soient aussi voisins qu'on le veut. 
Remplagons en effet ЕЁ par un segment ef semblablement placé 

` mais de longueur ғ. Et établissons entre m et m’ une homéomorphie 
du carré sur lui même où ef est transformé en ЕЁ de sorte que 
AefB, DefC, BfC, AeD se transforment en AEFB, DEFC, 
BFC, AED par des dilatations ou contractions paralleles a AB. 
Alors М et и sans coincider en général sont sur une parallele 
à AB à une distance inférieure à =. Par conséquent il existe quel- 
que soit e une homéomorphie entre m de o et m’ de в’ telle que 
les points correspondants de S et de У restent à une distance in- 
férieure à =. Ceci va nous conduire à la définition générale de 
l'identité de deux surfaces de Jordan, par l'intermédiaire de la no- 
tion de convergence d'une suite de surfaces. 

4. Limite d'une suite de surfaees de Jordan. On dit qu'une 
suite des surfaces de Jordan 5,, S, ... Sa, ... converge vers une 
surface de Jordan S si lon peut établir entre S et S, une homéo- 
morphie telle que la distance de deux points correspondants M, M, 


1 j 
converge vers zéro avec š et cela uniformément quand M parcourt 
S. Nous entendons par là que si 


М. = f, (m,) (m, dans o 
M = f (m) (m dans а) 


sont des représentations quelconques de S, et de S, il existe pour 
chaque valeur de une homéomorphie 


m, = а, (т) (m dans o) 


entre c et o,, telle que la distance des points correspondants 


M; = f, (а, (m)) de S, 
M — J (m) de S 


I 
converge vers zéro avec „ et cela uniformément quand m parcourt 
7 


о. C'est се que nous entendrons en disant que А, (т) converge vers 
f(m) uniformément sur o, en posant F,(m)= f, (a, (m)). 

Pour que cette définition soit conforme à la notion générale 
de limite, il faut que dans le cas particulier où S,, 5, ... sont 
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identiques, elles soient identiques à leur limite. Si donc on suppose 
les f = р et par suite les S, identiques à 2, c'est à dire si Гоп 
suppose qu'il existe pour chaque valeur de n une homéomorphie 
т’ = a, (т) telle que g (а, (m)) converge vers f(m), les surfaces S 
et У seront identiques. C'est bien entendu ce qui a lieu en parti- 
culier s'il existe une certaine homéomorphie m = a (m) telle que 
J (m) = g (a (т)). Il suffira de prendre dans ce cas а, (m) == а (m) 
quel que soit ». De sorte que le cas particulier oü nous avions 
admis comme évidente l'idenüté des deux surfaces rentre comme cas 
particulier dans la définition générale suivante: 

Pour que deux surfaces de Jordan 5 et 3 LM par leurs 
représentalions paramétriques 


M = f (m) (m dans o) 
u = g (т? (m’ dans а”) 


ne soient pas distinctes, il faut et ıl suffit que Гоп puisse établir 
entre leurs points une homéomorphie où la distance de deux points 
correspondants soit aussi petite que Гоп veut. Autrement dit, il faut 
que quelque soit є il existe une homéomorphie m’ = y, (m), entre 
c et о’, telle que la distance des points 


/ (т), p (у. (m)) 


reste inférieure à € quand т parcourt a. 
Il est à peine utile de remarquer que si S est identique à У 
et aussi à la surface © définie par 


M" = 0 (m" (m'" dans а”) | 


les deux surfaces У et @ sont bien identiques d'après cette défini- 
tion. Car il existe une homéomorphie m” = 0, (m) telle que la dis- 
tance des points 


J (m), p (д, (m)) 


reste inférieure а ғ; donc les points 


ф (y, (m)) et ф (0, (m)) 


restent à distance inférieure à 2 e et alors si m = h, (m/) est la re- 
présentation en sens inverse de lhoméomorphie m = у, (m) on voit 
quil y a une homéomorphie m” = ó, (h, (m”)) entre o et o" telle 
que la distance entre les points correspondants m’, m^" de et de 
@ soit inférieure au nombre arbitraire 2 ғ. 
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5. Distance de deux surfaces de Jordan. Nous sommes 
maintenant en mesure de définir la „distance“ entre deux surfaces 
de Jordan quelconques S et 2. 

Etablissons entre 5 et 5 une homéomorphie Я quelconque. 
La distance de deux points correspondants, soit M u, a une borne 
supérieure finie, soit dą, Nous appellerons distance de S et de X la 
borne inféreure de d, (qui est — 0) quand H varie de façon quel- 
conque. Comme cette borne ne dépend pas de l’ordre dans lequel 
se présentent 5 et 2, on pourra la désigner par la notation (5, 2) 
ou (3, 5). 

Pour la calculer оп pourra opérer de la façon suivante: on 
considère deux représentations arbitraires de 5 et 2 

М = f (m) dans с 


u = g (т!) dans 0’. 

On réalise l'homéomorphie H entre M et u par l'intermédiaire 
d'une homéomorphie Л, soit m’ — h (m) entre o et o’ et on fait cor- 
respondre à M = / (m) le point W = ф (h (т)) de X. On calcule 
la borne supérieure d, de la distance des points f (m), ф (h (m)) — 


distance que nous représenterons par / (т), ф (h (m)) — et on prend 
pour (5,2) la borne inférieure de d, quand l'homéomorphie m =h(m) 
varie de toutes les façons possibles. 

On en déduit facilement que pour trois surfaces de Jordan 
quelconques 5, 5), S,, on a 


(5, S.) = (S, S.) + (S, Sa). 


On a vu que pour deux surfaces de Jordan quelconques (5, У), 
on a ($,2) Z0. Il est manifeste que si S et Z sont identiques, 
leur distance sera nulle. Peut-elle être nulle pour deux surfaces 
distinctes? Dire que (5, У) = 0, c'est dire que quel soit e, il existe 
une homéomorphie m'==h, (m) de o et о’ telle que la distance des 
deux points correspondants de S et У reste inférieure à =. C'est 
à dire précisement que 5 et У ne sont pas distinctes. 

Enfin il est bien manifeste que cette définition de la distance a les 
relations que comporte cette notion avec la définition usuelle de la li- 
mite préalablement rappelée. En d'autres termes, la condition néces 
salre et suffisante pour que la surface S, converge vers la surface 5 
quand 2 croit indéfiniment est que la distance (3, S,) converge vers zéro. 

Remarque. Si S, tend vers S, il y a pour chaque valeur de 


10 


п une homéomorphie H, entre les points M, de S, et M de 5 telle 
1 A 
que la distance М,М converge vers zero avec = et cela unifor- 


mément quand M parcourt S. En serait-il de même si on substi-. 
tuait à H„ une autre homéomorphie K„ prise arbitrairement? En 
adoptant les notations du $ 2, page 5, c'est à dire en supposant 
que F„(m) converge uniformément vers f (m) sur 0, et en désignant 
par m = 4, (р) une homéomorphie quelconque de о sur lui même, 
est-ce que F,(4,(p)) уа converger uniformément vers f(p) quel que 
soit le point p de S? 

L'exemple suivant montre immédiatement Te cela n'a pas lieu 
nécessairement. Nous avons vu qu'on peut toujours supposer que 0 
soit un cercle de rayon égal à l'unité. Admettons qu'il en soit ainsi 
et prenons À, (р) de sorte que dans l'homéomorphie m == 4, (p), m 


et p soient alignés avec le centre 0 de o et que От = Ope?” v, 

Si p est sur le contour de o, P. (4, (р) == К, (р) de sorte que 
le contour de S, tend encore vers le contour de S. Mais si p est 
un point intérieur à о, on voit facilement que le point Ё, (4, (р) 
tend vers le point f(O): l’intérieur de S, tend non pas vers Pin- 
térieur de S mais vers un seul point f(0) intérieur à S, 

6. Propriétés de la elasse des surfaces de Jordan. 19 Nous 
avous appelé ailleurs d'une façon générale classe (D)!) toute classe 
d'éléments où la limite d'une suite d'éléments peut être définie par l'in- 
termédiaire d'une ,distance“. Autrement dit, la classe doit étre telle qu'à 
tout couple d'éléments S, У on peut faire correspondre un nombre 
(S, >) = (5, S) == 0 satisfaisant aux trois conditions suivantes — et 
qui sera pour cette raison appelée la distance de ces deux éléments: 

19 (S, 2) est positif si S et 3 sont distincts et nul dans le cas 
contraire. 

2° la condition nécessaire et suffisante pour que S, tende vers 
S est que (5,, S) tende vers zéro. 

3° pour trois éléments quelconques S, S,, S, de la classe on a 


(Si, S.) = (5, S. 1) + (5, Ss). 


L'utilité de cette notion de classe (D) consiste en ce qu'un 
grand nombre de raisonnements faits pour établir certaines proprié- 


1) М. Hausdorf, en reproduisant notre définition, donne à une telle classe 
le nom d'espace métrique. 
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tés de certaines classes d'éléments peuvent étre faits une fois pour 
toutes quand on a reconnu que ces classes sont des classes (D). 
Ceci au point de vue pratique. Au point de vue philosophique cette 
manière de procéder a l’avantage de permettre de distinguer parmi 
les propriétés d’une classe (D) particulière celles qui résultent sim- 
plement du fait que c'est une classe (D) de celles qui tiennent véri- 
tablement à la nature particulière de la classe envisagée. 

D'autre part il est important de remarquer que si les plus 
simples des classes d'éléments sont des classes (D), il en existe d’au- 
tres parmi celles dont le développement de l’Analyse a amené la 
considération pour lesquelles aucune définition de la distance satis- 
faisant aux conditions 1° et 3° n’est compatible moyennant la con- 
dition 2° avec la définition de la limite usuellement admise dans ces 
classes. 

C'est donc pour une classe d'éléments une propriété trés im- 
portante et fertile en conséquences que d'être une classe (D): nous 
venons de démontrer que la classe des surfaces de Jordan est une 
classe (D). 

2° Nous avons appelé ailleurs classe separable une classe d'élé- 
ments de laquelle on peut extraire une suite N d'éléments 5,,5;,... 
telle que tout élément S de la classe appartienne à la suite N ou 
soit limite d’une suite convenablement extraite de N. Nous avons 
prouvé que certaines classes assez simples ne sont pas séparables, 
mais que les classes séparables jouissent de nombreuses propriétés 
généralisant celles de l'espace géométrique. 

La classe des surfaces de Jordan est aussi une classe sépa- 
rable. 

En effet représentons une surface de Jordan S sous la forme 
(2) du § 2, page 5. On sait que toute fonction continue de 2 varia- 
bles 2, y peut être représentée approximativement par un polynome 
en x, y. D’autre part en remplaçant les coefficients de ce polynome 
par des valeurs rationnelles suffisamment approchées, on modifiera peu 
approximation. Par conséquent, quel que soit x, il existe des po- 
lynomes a, (x, y), b, (x, y), c, (x, y) à coefficients rationnels tels que 
la distance de la surface S à la surface У, 

X = An (x, y). | Y= b, (x, y) £ = c, (z, 7) 


е ° e x 1 
soit inférieure à =, 
n 


Or l’ensemble des surfaces dont les coordonnées peuvent être 
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représentées par des polynomes en x, y А coefficients rationnels 
est évidemment dénombrable, c'est à dire peut s'ordonner suivant 
une suite S,, S,, ... Et la surface У, est lune S, des surfaces de 
cette suite. Ainsi on peut tracer une fois pour toutes dans l'espace une 
suite N de surfaces de Jordan S,, Sy, ... telle que toute surface de Jor- 
dan, S, soit limite d'une suite extraite de N. Et on peut même supposer 
Comme nous venons de le voir que les surfaces de la suite N sont al- 
gébriques à coefficients rationnels. On pourait aussi supposer que 
les surfaces de N sont des surfaces polyédrales dont les sommets ont 
des coordounées rationuelles. 

Le raisonnement précédent montre que non seulement la classe 
des surfaces de Jordan est séparable mais encore qu'elle est parfaite — 
c'est à dire que chaque élément S de la classe est limite d'une suite 
d'éléments de la classe. 

3° Nous avons aussi distingué parmi les classes (Г), les classes (D) 
complètes. Pour une classe où la définition de la limite est donnée, si 
cette définition peut s'exprimer par l'intermédiaire d'une distance, elle 
peut l'étre de plusieurs façons. Par exemple si (5, 2) est une distance, 

S, X 
2 (S, 2) оп, CS 
des distances qni conduisent à la même définition de la limite. Nous 
dirons que la classe est compléte si parmi les définitions possibles de 
la distance il en est une qui satisfait au critére de convergeuce de 
Cauchy: la condition nécessaire et suffisante pour que la suite 5), Sy, 
. S, ... soit convergente est que la plus grande des distances de 


sont aussi, comme il est facile de s'en assurer, 


S, aux surfaces de rang suivant converge vers zéro avec -. 
n 


On conçoit immédiatement que le fait pour une classe (D) 
d’être compléte simplifie de beaucoup son étude. D'autre part M. 
Chittenden a montré qu'une classe (D) n'est pas nécessairement 
complète. Il est donc intéressant de prouver comme nous allons le 
faire que la classe des surfaces de Jordan est complète. 

4° Nous allons même montrer que le critère de Cauchy s'ap- 
plique & la définition méme de la distance de deux surfaces que 
nous avons adoptée ci dessus. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de sur- 
faces de Jordan S,, Ss, ... soit convergente est que, quel que soit 
€ > 0, la distance de S, à chacune des surfaces suivantes soit infé- 
rieure à € pour n assez grand. 
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La condition est évidemment nécessaire en vertu de la pro- 
priété 2° de la distance. 

Inversement supposons la condition vérifiée. Si l’on peut ex- 
traire de la suite des S, une suite convergente DE KI ... la dis- 
tance de S, à la limite 5 de cette suite partielle sera inférieure 
au nombre positif arbitraire € pour m, assez grand: n, > k’. Si 
d'autre part on а (S,, S) < e€ pour r >” > k”, on aura pour 
n, > n et n, > К 

(5,, S.) «t et (S, Sa) < E. 
D'où (S,S,)<2e pour n > k”. 


Done toute la suite S,, Š, ... converge aussi vers la même li- 


mite S. 
Reste à établir l'existence de la suite partielle convergente 


S 


ni? 


S, 


кж 

Observons que par hypothèse on peut choisir les n, croissant 
1 nr, pe 

de sorte que (S.s Ś,, ,,) < gi et rappelons que si l’on a choisi une 

représentation paramétrique 


M, = f, (т), (m dans s) 
de 5,, on peut toujours choisir celle 
My = faa (т), (m dans s) 


de $,,, de sorte que la distance des deux points /, (m), Лы (т) 


soit inférieure ou aussi peu supérieure à la distance (S,, S, ||) que 


Гоп veut. En particulier, on pourra supposer que la distance 
Li (т), faa (m) < gra. En opérant ainsi de proche е proche, on 


definira fj, fs; ... de sorte que quels que solent les entiers i, j: 


ут. ШУЫ... PNE ` ч 
fu (m), fi, (M) S ffe + Jean F --- ар or; 9c 
Si la représentation M, =/, (m) est explicitée sous la forme 
X = а (x, y); Y,—b(a, y), Z = c (z, y); 


on voit qu'on aura quels que soient les entiers 2, 7: 


1 
| a, (2, De A+; (т, у — | Sfi (m), f, (m) < 9c 
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Par suite les fonctions а, (х, y) convergent uniformément vers 
une fonction continue; de méme pour les b, et les c. Donc la suite 
Sa, Sa. >>. est convergente. 

1. En résumé la classe des surfaces de Jordan est une classe 
(D) parfaite séparable et complète. C'est donc ce que j'ai ap- 
pelé ailleurs (These) une classe normale. Or on peut dire en gros 
que ces classes possèdent toutes celles des propriétés des ensem- 
bles à 1, 2, 3 dimensions qui ne dépendent pas du nombre de di- 
mensions. 

8. Ensembles compacts de surfaces de Jordan. D’après 
un théorème bien connu de Weierstrass la condition nécessaire et 
suffisante pour qu’un ensemble de points de l’espace soit borné est 
que cet ensemble comporte un nombre fini de points ou que de 
tout sous ensemble infini de points de cet ensemble on puisse ex- 
traire une suite convergente. 

Appelons ensemble compact un tel ensemble. S'il est formé 
de points de l'espace, il n'y a aucune différence entre un ensemble 
borné et un ensemble compact. Il n'en est plus de même s'il s'agit 
d'ensembles appartenant à des classes de nature plus compliquée. 
Or nous avons montré ailleurs que Ja généralisation qui importe 
c'est celle de la notion d'ensemble compact, non celle d'ensemble 
borné, qu'en effet les propriétés des ensembles bornés de points de 
l'espace ordinaire qui s'étendent à celles d'ensembles d'éléments de 
classes plus complexes supposent ces ensembles compacts et non 
seulement bornés. 

Il est donc important de définir et de savoir reconnaitre les 
ensembles compacts de surfaces de Jordan. On appellera encore ainsi 
tout ensemble £ de surfaces de Jordan composé d'un nombre fini 
de ces surfaces ou tel que de tout sous ensemble infini de Ё on 
puisse extraire une suite convergente. 

Pour qu'un ensemble de surfaces soit compaet il faut que 
cet ensemble soit. borné, c'est à dire que l'on puisse enfermer tou- 
tes ces surfaces dans un domaine borné, par exemple dans une 
même sphère. Mais cette condition n'est pas suffisante comme le 
montre l'exemple des morceaux de cylindres: 


x=? (Ht; y-su2"Ilt; zz 
Ose tam); 10 cece Sa 1 


qui forment un ensemble borné non compact. 
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C'est Arzela qui a obtenu la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un ensemble de fonctions continues soit compact. 

Elle s'obtient en exigeant de ces fonctions d'étre non seule- 
ment bornées dans leur ensemble mais encore également continues 
сөзі à dire telles que l'on puisse rendre aussi petite que lon veut 
l’oscillation de l'une quelconque d'entre elles dans un intervalle de 
longueur inférieure à une quantité choisie la méme pour toutes ces 
fonctions. 

Il ne faudrait pas en déduire que les représentations paramé- 
triques d'un ensemble compact de surfaces sont également continues, 
car une surface n'a pas une seule représentation parametrique. Nous 
pouvons seulement dire: la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un ensemble de surfaces de Jordan soit compact est qu'il existe 
uu système de représentations paramétriques de ces surfaces tel que 
les fonctions définissant ces représentations solent bornées et égale- 
ment continues. 

9. Forme géométrique de la condition de compacité. Le 
fait qu'un ensemble de surfaces est compact est une propriété de 
cet ensemble indépendante du mode de représentation adoptée. Il 
y a donc intérêt à exprimer cette condition sous une forme géomé- 
trique également indépeudante du choix de la représentation para- 
métrique des surfaces de l'ensemble. La condition qu'un ensemble 
de surfaces est borné satisfait déjà à ce desideratum. On va montrer 
que la condition analytique d'égale continuité peut être remplacé 
par la condition d’egale divisibilité. 

Nous dirons que des surfaces de Jordan sont également divi- 
sibles si quel que soit = >> 0, on peut les diviser en un méme nom- 
bre de morceaux semblablement disposés et dont les oscillations sont 
inférieures à €. 

Chaque morceau est une surface de Jordan, c'est à dire que 
si la surface 5 est l'image d'une aire plane o limite par une courbe 
de Jordan sans points multiples, chaque morceau de S est la partie 
de S qui correspond à la partie de o limitée extérieurement par 
une nouvelle courbe de Jordan sans point multiple. | 

D'autre part, l'oscillation d'une surface est la longueur de la 
plus grande corde de cette surface. 

Il faut remarquer que si on considére deux surfaces divisées 
en n morceaux, il est possible d'établir entre les deux surfaces une 
correspondance telle qu'à l’intérieur d'un morceau de l'un corresponde 
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l'intérieur d'un morceau de Рип corresponde l’intérieur d'un mor- 
ceau de l’autre et inversement et ceci de façon que ces correspon- 
dances partielles soient bicontinues. 

Mais si les x morceaux sont disposés de façon quelconque cette 
correspondance ne sera pas bicontinue pour la surface entière; elle 
sera discontinue le long de certaines frontières de morceaux. 

En disant que les morceaux sont semblablement disposés, nous 
entendrons qu'on peut établir entre les deux surfaces une homéo- 
morphie dans lesquelles à un morceau de l’une correspond un mor- 
ceau de l’autre et inversement. 

10. Condition nécessaire. Si un ensemble de surfaces de 
Jordan est compact, ces surfaces sont bornées dans leur ensemble 
et également divisibles. 

Il est manifeste que les surfaces de l'ensemble considéré E 
sont toutes comprises dans une même sphere; autrement il y aurait 
au moins une surface S, de Ё non comprise dans une sphère T, de 
centre fixe 0, rayon n. Or on peut de la suite Ś,, S,, ... extraire 
une suite convergente et la limite S devrait être à la fois une sur- 
face continue limitée et n’appartenir à aucune des spheres T... 

Les surfaces de l’ensemble Ё sont également divisibles. 

Nous allons même construire un mode de division des sur- 
faces S qui montre qu'on peut choisir une disposition régulière des 
morceaux. 

Considérons une quelconque, soit S, des surfaces de E et soit 


M = g (m) (m' dans o) 
une représentation paramétrique déterminée de S sur une aire G 


que nous supposerons un carré indépendant de S. Une infinité 
d'autres représentations parametriques de S seront de la forme 


M = 9 (a (m)) (m dans a) 


où т’ = а (т) est une homéomorphie de o sur lui méme. Décom. 
posons maintenant le carré o par un carrelage de côté w. Quand 
т décrit chacun de ces carreaux, le point p (а (m)) décrit une cer- 
taine région de S et si le carré o contient n carreaux, à ces п 
carreaux correspondent une division de S en » morceaux. Appe- 
lons @(S,aœ, о) la plus grande des oscillations de S dans chacun de 
ces morceaux et 0(5, о) la borne inférieure de @ (S, a, о) quand 
on substitue à т’ == а (т) toutes les homéomorphies de o sur lui- 
méme. Observons que quelle que soit la fonction a choisie pour 
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chaque surface S de E, on obtient une division de chaque surface 
de Е en un même nombre de morceaux semblablement disposés. 

Appelons Д (ш) la borne supérieure de 8(S, о) quand S par- 
court E. Il est manifeste que si on prend pour о, la moitié o le 
quart шоу, ... du côté du carré o, A (w) ne peut croître quand w 
décroit. Soit d sa limite quand w tend vers zéro. Nous allons mon- 
trer que d=0. Il en résultera que les surfaces de S sont également 
divisibles. Car si 4-- 0, et si e est un nombre positif arbitraire on 
pourra prendre w, assez petit pour que A(w,) < e. Et alors 0(5, w.) < e 
quel que soit S de E. Donc il existe pour chaque Š une home». 
morphie ni’ = а, (т) telle que @ (S, а,, о,) < ғ. Or w, correspond 
à un nombre », de carreaux indépendants de S. Donc on peut dé- 
finir par l'intermédiaire des а, une division de toutes les surfaces 
S de E en un méme nombre », de morceaux dont les oscillations 
sont < €. 

Reste à montrer que д = 0. Si ó > 0, on aurait A(w)> ó > 0 
quel que soit w,; il serait donc possible de trouver une surface 


S, de Æ, telle que 6 (5,, ol SĘ 


Or, de la suite S,, S,, ... de surfaces de l'ensemble compact 
E on L extraire une suile eonvergente que nous pouvous ap- 
peler S;. S. ... Soient Gi, а», ... la suite correspondante extraite 
de w, w,, ... et soit Z la surface limite de 5,, Są, ... el 


№ = f (m) (m dans s) 


жə 
sa représentation paramétrique. Оп а vu ($ 4) que si la représen- 
tation primitivement choisie pour S, est 
M,=¢,('p) (т dans s) 


il existe une homéomorphie m = а, (т) de s sur Іш méme telle que 
а (m)) converge uniformément dans s vers f(m). Pour $ assez 


grand , la distance (5, 8,) <$ et l'uscillation de f(m) sur un 


d a 
des carreaux de côtés o est < в. Done oscillation de g, (a, (т)) 
d 
sur un de ces carreaux est inférieure : à - -. Par suite O (5,, o, м.) = =; 


d'où finalement 0 (5,, 26 qui conduit à la contradiction an- 


noncée. 


Roeznik Pelakiego Tow. matematycenego 9 
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11. Condition suffisante. Si des surfaces sont bornées dans 
leur ensemble et également divisibles, l'ensemble E de ces surfaces 
est compact. 

Prenons au hasard dans E une suite infinie de surfaces dis- 
tinctes, S,, ба, ... et solent €,,€;,... une suite de nombres positifs con- 
vergeant vers zéro. Il y a par hypothèse une division de chaque sur- 
face S de l'ensemble # en un méme nombre fini z, de morceaux dont 
les oscillations sont toutes < e. De plus on peut supposer les ınor- 
ceaux de chaque S semblablement disposés. C'est à dire qu'on peut 
supposer l'existence d'une homéomorphie de l'une S, des surfaces 
S avec chacune des autres telle que chaque morceau se corresponde. 
Prenons alors un point dans chacun des m, morceaux de Ś,, la 
première surface, solent les points 411; Ay; ... Al. Et prenons 
dans chacun des м, morceaux de 5, les points correspondants A} ,; 
А An. Considérons alors la suite 7" des points de S, 


1 | l 2 n 2 í ° . 
Ara? ... AL ui ... A; ... AL as ... “Жүзү, ... Aa; ... 


Puisque les surfaces de Ё sont contenues dans un domaine 
borné fixe, il en est de même des points de toutes les suites T'!, 
12,... Par consequent on peut extraire de la suite des 7" une 
suite telle que les points d'un rang fixe dans chaque Т” forment 
une suite convergente. Substituons a la suite des S, la suite extraite 
дез 5, qui correspond à la suite convergente des 7”. Cela reviendra 
pour simplifier les notations a supposer que la suite des 7" elle- 
même converge. П s'agit de montrer que la suite des 5, converge 
uniformément, ou encore d'apres le 8 6, 3° , qu'elle satisfait au 
critere de Cauchy. | 

Or soit = un nombre positif arbitraire. En prenant 2 assez 


E ж . 
grand, on aura ғ, < z; è étant fixe en prenant k assez grand (k> №) 
U 


m 


les distances 4;,, A,,,, seront toutes inférieures A ç pour tout en- 


o 


tier j et pourtout entier h < n,. 

Prenons maintenant un point B, quelconque de S, et le point 
correspondant B,,, de $,,, dans l'homéomorphie qui par hypothèse 
fait correspondre les n, morceaux de ces deux surfaces morceau 
par morceau. D, se trouve dans au moins un des morceaux de S,, 
soit par exemple celui qui contient 4,,; alors B,,, se trouve dans 
le morceau de $,,, qui contient Aż 14; 
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Par suite > 
В,, B,,, < В,, SE + Aa Ак + А, By, ; 
Е 
— €, + 3 + €, Se. 
quelle que soit la position de B, sur S,. Finalement on a bien 
(S,, Si. j) == pour k > ky et j quelconque. 
En résumé nous avons complétement démontré que: 
la condition nécessaire et suffisante pour que des surfaces de 


Jordan forment un ensemble compact de surfaces est que ces sur- 
faces soient également divisibles et contenues dans un domaine borné. 


Le 27 Decembre 1923. 


Bemerkungen uber das Prinzip 
der virtuellen Verrückungen in der Hydro- 
dynamik inkompressibler Flussigkeiten. 


Von 


Leon Lichtenstein in Leipzig. 


1. Sei T irgendein von einer inkompressiblen homogenen oder 
heterogenen Flüssigkeit erfüllter Bereich, dessen Begrenzung S etwa 
aus einer endlichen Anzahl Stücke analytischer und regulärer Flä- 
chen besteht. Ein Teil der Oberfläche, S’, sei von starren Wänden 
gebildet, der übrige Teil, S", sei frei. Es möge о die als abteilungs- 
weise stetig vorausgesetzte Dichte, dz das Volumen-, do das Flächen- 
element bezeichnen. Die betrachtete Flüssigkeit möge sich unter der 
Wirkung der Volumkräfte оХат, oYdr, oZdt sowie der Ober 
flächenkräfte X, do, У. do, Z, do im Gleichgewicht befinden. Die 
Einheitskräfte X, Y, Z werden als stetige Orisfunktionen im Innern 
und auf dem Rande von 7, kürzer in T+ 5S, X,, Y,, Z, als eben- 
solche Ortsfunktionen auf S” vorausgesetzt. 

Es seien jetzt & 7,7 irgendwelche in T + S erklärte stetige 
Funktionen, die daselbst stetige oder doch abteilungsweise stetige 
partielle Ableitungen erster т haben und der Gleichung 


oE 99; 9b _ 
(1) 921-220 
genügen und überdies die Beziehung 
(2) Ë cos (n, x) + 7 cos (n, y) + б eos (n, 2) = 0 


erfüllen. In (2) bezeichnet (з) die Richtung der Innennormale. 
Diese Gleichung besagt, daß der Vektor 6, 7, Ç in die Tangentialebene 
der Fläche 5’ fällt. In etwaigen Kanten ist er tangential zu diesen 
gerichtet, in körperlichen Ecken gleich Null. 
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Sei e ein reeller Parameter. Wir setzen ôx == eg, ду = En, 
ô z = гб. Durch die Transformation 


(3) x* = x + òx, у" = y+ dy. 2* = z + дг, 


eine „virtuelle Verrückung“, wird 7 für alle hinreicheud kleinen 
e, wie sich leicht zeigen läßt, ein Bereich 7% umkebrbar eindeutig 
und stetig zugeordnet. Aus (1) und (2) folgen die Beziehungen 


ddr , Ody , dé: 


(Â) dz Г ду Rodz a 

in T, 

(5) dx сов (н, т) + dy cos (n, у) + д2 cos (n, г) = 0 
auf 5’. 


Das Prinzip der virtuellen Verrückungen besagt nun, daß, so- 
fern, wie vorausgesetzt wurde, die Volum- und Oberflächenkräfte 
das Gleichgewicht halten, ihre Arbeit tür alle virtuellen Verrückun- 
gen verschwindet, 


(6) f о(Хӛх + Yöy-+ Zóz) dz + Í in + Y;9y + 2.4) de = 0. 


Aus dieser Beziehung pflegt man mit Lagrange die Gleichge- 
wichtsbedingungen abzuleiten, indem man, unter Hinweis auf die in 
der Mechanik der Massenpunktsysteme übliche Verwendung La- 
grangescher Multiplikatoren, unter 4 eine in 7’+ S stetige Funktion 
verstehend, die daselbst abteilungsweise stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung hat, die Bedingungen dafür aufstellt, даб 


J (e Cat + уду + 208) + AA OY + ae 


(7) 
+ f (X.ôx+ Y,dy + 2,82) do = 0 


gilt. Die teilweise Integration ergibt in bekannter Weise 


Jetzen “) ay + (e£ — 2 de dr + 


+ fix. wa cos (n, z)) ôx + (Y, — 4 cos (n, y)) dy + 
d + (Z,—A odis. z)) бг\ = 0. 


(8) 
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woraus dann die Gleichgewichtsbedingungen 

(9) oX ==-, oY == Ss 
2; y 

іп 7, 

(10)  2cos (n, x) = X,, 4 eos (n, у) = Ү,, 4 cos (n. z) = Z, 


auf 5” folgen. Der Multiphkator 2 hat die Bedeutung des Flüssig- 
keitsdruckes. 

Eine direkte Begründung der Lagrangeschen Multiplikato- 
renmethode bietet gewisse Schwierigkeiten. Durch die vorstehenden 
Überlegungen wird, wenn man von den Gleichungen (9) und (10) 
zu den Formeln (7) und (6) aufsteigt, bewiesen, daß die Beziehun- 
gen (9) und (10) für das Verschwinden der virtuellen Arbeit (6) 
bei Erfülltsein der Bedingungsgleichungen (4) und (5) hinreichen, 
nicht aber auch, daß sie hierzu notwendig sind. Dab dies tatsäch- 
lich der Fall ist, mithin dub das System der Gleichungen (9) und 
(10) und die Aussage des Prinzips der virtuellen Verrückuugen voll- 
kommen äquivalent sind, läßt sich ohne Schwierigkeit zeigen, so- 
bald vorausgesetzt wird, daß oi oY, oZ stetige Ableitungen erster 
Ordnung haben. Etwas weniger nahe liegt der Beweis, wenn diese 
Voraussetzung fallen gelassen wird. Hier liefert ein Hilfssatz von 
Herrn Haar, für den am Schluß dieses Aufsatzes ein sehr einfa- 
cher Beweis gegeben wird, die erforderlichen Hilfsmittel. 

2. Sei (zy, уо. 2,) irgendein Punkt in Т. in dem 0A, 0Y, 04 
sich stetig verhalten, und sei X ein Würfel, dessen Kanten die Länge 
2h haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, um (£o: Yo; 20) 
als Mittelpunkt ganz im Innern von 7; h wird dabei so klein ge- 
wählt, daß оХ,оҮ,о in К stetig sind. Wir nehmen jetzt die Funk- 
tionen dx, dy, бг, die, wie vorhin, in T- S stetig sind, in 7 ab- 
teilungsweise stetige Ableitungen erster Ordnung haben und den 
Gleichungen (4) und (5) genügen, speziell in 7- A gleich Null 
an. Dann muß 


(11) fe (Xdx + Yöy + Zóz) ат = 0 


sein. 
Sei nunmehr dx und dy irgendein Paar unendlich kleiner, iu 
dem Quadrate Q, 


(12) т, hE r +h Ви у, +h, 
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nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetiger Funk- 
tionen, die den Bedingungen 


дбу 

: — = О) 

(13) Эл + Da 

genügen und auf seinem Umfange verschwinden. Wir behaupten, 


es ist für alle 2 in 


(14) 2, — hz 2 < 20 + h 
(15) fe (Хб + Yoy) dzdy = 0. 
4 


Es möge, im Gegeusatz zu dieser Behauptung. für einen Wert 2, in 
(14) und ein bestimmtes Paar den vorstehenden Bedingungen ge- 


nügender Fuuktionen ox, dy etwa 


(16) fe (Хдг + Yóy) ахау > 0 
9 


sein. Wir wihlen dann in dem Intervalle 


(17) 2, _E S< 7 <z j+ £ (= < h) 


co alt (> lea) 
(18) б = ds (1 3 | dy = à, (1 r | 


für alle anderen г in (14) dagegen дх = ду = 0. Die vorstehen- 
den Funktionen буг, dy sowie die l'unktion бг == 0 bilden wegen 
(13) ein System virtueller Verrückungen. Fur hinreichend kleine € 
wird wegen (16) 


(19) mom Yóy + Zóz) dt > 0, 


was nicht müglich ist. Also gilt in der Tat die Beziehung (15). 
Die Gleichung (13) ist offenbar die Bedingung dafür, daß es 

eine im Innern und auf dem Rande von О nebst ihren partiellen 

Ableitungen erster Ordnung stetige Funktion 6 gibt. so dab 


00 20 
gilt. Sei (x°,y°) irgendein Punkt auf dem Rande von Q. Man kann 
(=, y) 

(21) 9 = — J (óydz — srdy) 


Let.) 
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setzen. Wegen (20) ist auf dem Rande 
20 _ 00 ` 


Әх ду 


(22) 9 — 
In (15) eingesetzt, liefert dies / 
(23) - Say er) mir =о, 
9 
oder, falls оХ und oh stetige oder allenfalls abteilungsweise ste- 


tige partielle Ableitungen erster Ordnung haben, nach einer teil- 
weisen Integration wegen (22) 


г г - 
Hieraus folgt aber 
(25) DCE 5 (00) =0 


Wäre nämlich der Klammerausdruck in (24) in einem Punkte 
(ғ, y.) in Q etwa > 0, so könnte man gewiß 6, allen vorhin ein- 
geführten Bedingungen genügend, in einer Umgebung von (т), yi) 
positiv, sonst gleich Null wählen, so daß das Integral (24) positiv 
ausfallen würde. Es gilt also in К 


д 9 
(26) 5, (eX) = 3, (eY) 
und analog 
d 9... > 
(27) . 2 (eX) = = (02) ży е (02) = 5, (07). 


Die Formeln d und (27) gelten in der Umgebung jedes 
Stetigkeitspunktes in 7. Aus Gründen der Stetigkeit gelten sie im 
Innern und auf dem Rande eines jeden Bereiches, in dem gX, о Y, oZ 
sich stetig verhalten, insbesondere also auch auf S. Also gibt es 
eine, bis auf eine additive Konstante bestimmte, in 7-- S stetige 
Funktion p, die stetige, oder doch abteilungsweise stetige partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, so daß 
др 2р др 


Эл? Sea 02 = > 


(28) eX = 2; 


gilt. 
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Die Gleichung (6) geht wegen 


f о (Xóx + Yóy + 262) dt = f (% ep 


dr +5 Payt? 62) de 
г 
= — fs (dx cos (n, x) + ду cos (n,y) + бл cos (n, г)) do 


= — E (dx сов (n, z) + ду cos (n, y) + дг cos (n, 2)) do 


über in 


(29) fix. с — р cos (n, х)) ór + (Y, — p eos (n, y)) dy + 


+ (Z, — р сов (n, 2)) dz ) de = 0. 


Diese Formel gilt ftir alle dr. dy, dz auf S". die sich dort ste- 
tig verhalten und überdies so beschaffen sind, dab 


(30) f [б eos (n, х) + бу сов (n, y) + д2 cos (n, 2)] do = 0 


ist. Man gewinnt die Beziehung (30) aus (4) durch Integration 
über T 
ddr , My | dz 
Л ex T3 Pre дг rog 
T 
(31) = — fw» cos (n, z) + ду cos (n, y) + dz cos (n, 2)| do 
= — faz cos (n. z) + dy cos (n, y) + dz cos (n, z)] do = 0. 


Nach bekannten Sätzen folgt aus (29) und (31) 


(32) X,=(p-+te)cos(n,2), Y,=(p+ a)cos(n,y), £,=(p--a)cos(n,2) 
(a konstant). 

Diese Formel bringt erneut zum Ausdruck, daß der Druck 
bislang nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Be- 
. kanntlich pflegt man den Wert des Druckes dadurch festzulegen, 
daß man ihn in denjenigen Punkten der Oberfläche, in denen 
Xa+ Y; 72 = 0 ist, verschwinden läst). Setzt man jetzt p+ a = р, 


so findet man 


1) Man denke an den klassischen Versuch von Torricelli. 
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Q) & 


BC dee 0р 
(33) (X= >; Y= dy oZ => 


2 


апа 
(34) А, = p cos (п, z), Y, = р сов (n, y), Z, =p соз (п, г) 


aus 5". Die Formeln (33) und (34) sind die Grundgleichungen der 
Hydrostatik. 

Die Beziehungen (20) sind in den bekannten allgemeinen 
Formeln - 


(35) aer. od. eW . aW 20 әс dh 


Dom na) T. Ar dz” = y ar 
für die Komponenten eines Vektors dr, dy, dz, dessen Divergenz 
RER verschwindet, für U= 0, Г = 0 enthalten. Man 
er gy Ge 
könnte natürlich zu den Formeln (33) und (34) auch dadurch ge 
langen, daß man für dx, ду, бг in (11) die Ausdrücke (35) einsetzt 
und, wie vorstehend. teilweise integriert. Auf einem ähnlichen Wege 
gewinnt Herr Herglotz in einer schon länger zurückliegenden Ar- 
beit die Bewegungsgleichungen eines Elektrons aus den Ha mil- 
tonschen Prinzip !). Die Methode versagt. sobald okt о}, oZ nicht 
abteilungsweise stetige Ableitungen erster Ordnung haben. Diese Vo- 
raussetzung kann man entbehren, wenn man sich eines Hilfssatzes des 
Herrn Haar bedient, der folgenden Wortlaut hat). 

Sei irgendein beschrünkter einfach zusammenhingender ebe- 
ner Bereich, dessen Begrenzung C abteilungsweise stetige Tangente 
hat. Es seien Ü und Г zwei in F += C stetige Funktionen, und sei 


(36) Ж De -- y * z, atr = 

für alle W, die in F+ stetig sind, auf С verschwinden und in £ 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Alsdann ist das 
längs einer beliebigen geschlossenen stetig gekrümmten Kurve J’ in 
F erstreckte Integral 


1) Vgl. С. Herglotz, Zur Elektronentheorie, Gott. Nachrichten» 1903, 
$. 357— 382. 

2) A. Haar, Uber die Variation der Doppelintegrale, Journal fiir Mathe- 
matik 149 11919), 8. 1-18. 


(37) [aw — Vdx) = 0. 


Es gibt also eine-in F-L С nebst ihren partiellen Ableitungen er- 
ster Ordnung stetige Funktion w (x, y), so daß 


(33) J ғы ду V= 
ist. Dieser Satz gilt, wie weiter unten gezeigt wird, auch wenn be- 
zuglich der Funktionen U und V lediglich vorausgesetzt wird. daß 
sie in F+C abteilungsweise stetig sind. 

Es genügt offenbar für, U, V, Ф und o entsprechend 
— oY, оХ,Ө, — p einzusetzen, um die Beziehungen (33) zu gewinnen 
und damit die Aequivalenz der Gleichgewichtshedingungen (33) und 
der Aussage des Prinzips der virtuellen Verrückungen unter Zu- 
grundelegung abteilungsweise stetiger ok oY. oZ darzutun. 

Nun ein einfacher Beweis des Haarschen Hilfssatzes. Sei Г 
eine geschlossene, doppelpunktfreie, stetig gekrümmte Kurve in F. Г, 
eine zu dieser im Abstande = parallele Kurve, D der von Г, D, 
der vou Г’, begrenzte endliche Bereich. Es möge übrigens l'in D, 
liegen. Sei ferner x(h) irgendeine nebst ihrer Ableitung in < 0£ > 
stetige Funktion, die folgenden Bedingungen genügt, 


TAMEN. UE vi Ом — 0.77 (h) < 0 


[59 
Nad für O < h < t. 


Wir nehmen #=1 in D, gleich O in F— D,, auf jeder Pa- 
rallelkurve Г, zu Г in D, — D. deren Abstand von J’ den Wert 
h < е hat, gleich y(h). Sei (n) eine beliebige nach außen gerichtete 
Normale zu Г und а der von (л) mit der x-Achse eingeschlos- 
sene Winkel Sei schließlich P, der Schnittpunkt von (n) mit I. 
Man überzeugt sich fast unmittelbar, daß in P, 


TEC I MS 
(40) = cosa y' (h), By = sin a 7’ (h) 


IT 
is. Führt man jetzt Ше Bogenlänge s von J’ und den Abstand 4 
als neue unabhängige Variablen ein, so erhält man wegen (40) für 
alle hinreichend kleinen € 


T 


(41) S f ds (U cos à + V sin a) x (h) (14 | dh = o. 
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unter ү den Krümmungsradius der Kurve Г im Punkte s ver- 
standen. Wegen 


(42) sin a= — 45, ова = Y A fr (h) hdh ` Б 
gibt (41) für e ә 0 die gesuchte Formel 


/ (Udy — Ve) = 0. 


6. II. 1924. 


‘Sur quelques propriétés des systèmes algé- 
briques d’espaces а А dimensions contenus 
dans un espace linéaire а ғ dimensions. 


Par 


Alfred Rosenblatt. 


1. Espaces linéaires de la variété de Grassmann. 


1. Envisageons un espace linéaire 5, et rapportons ses points 
а une pyramide fondamentale 4°, 41... A” au moyen de r +1 
coordonnées 2, 7,,... ©, projectives, ainsi que ses hyperplans au 
moyen des coordonnées. projectives &,, €,,... £. Soient P°, Pt... P 
k+ 1 points linéairement indépendants de cet espace. Сез points 
déterminent un espace linéaire S,. Envisageons la matrice M à r+1 
colonnes et à k+1 lignes formée par les coordonnées de ces points 


d^... x 
(1) M = е MEST Мое 
DEE Т.) 

Nous désignerons par Apa. ou bien par (iy, /,,... 4) le mi- 


peur d'ordre k-|-1 de cette matrice formé de colonnes de numéros 
to Ly «...« 4. Si lon regarde ces mineurs comme des coordonnées 


projectives d'un espace linéaire à А = (211)! dimensions rap- 


= 


porté à une pyramide fondamentale on obtient une variété algébri- 
que dite variété de Grassmann V, à d dimensions telle que les points 
() de cette variété sont en correspondance uni-univoque avec les 
espaces S,. Les nombres X, „., sont les coordonnées de Grassmann 
de l'espace 5,. On a d = (r — k)ik 41). 

La variété V, de Grassmann est l'intersection compléte des qua- 
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driques qui correspondent aux équations dites de D’Ovidio 


= E 


= 


(2) Ж» ban | AL fy tre a À 


r hp pps f 

OÙ dos yr... EL Jo. Ј,,... J, Sont deux combinaisons de k+4 1 nom- 
bres parmi les nombres 0, 1,... r; <<... Li; fo <h<-.-<J. Ces 
équations ne sont pas des identités dans le cas et seulement dans le 
cas où les deux combinaisons différent d'au moins deux nombres. 
A une combinaison ży, à,,... è, fixe correspondent 


Е-4-(11)- (г —k)(k+-1) — 1 


quadriques. La variété de Grassmann est une intersection partielle 1) 
de ces quadriques, irréductible et appartenant à l'espace S,, liu- 
tersection résiduelle étant située dans l’espace S, , 


Nun. = 0. 


Aux faisceaux linéaires d'espaces 5, correspondent, sur la 
variété Г. des lignes droites. En effet, choisissons les points P°, F1,..4 
P'-! sur Гахе S, , du faisceau. et solent P" et P'* deux points 
qui déterminent deux Ś,: 5, et 5, du faisceau. Un espace général 
du faisceau est déterminé par le point P* de coordonnées 


Ах Lux" 
Ay h< ty = À X d hec + u À < 


désignant par A’, X”, X les coordonnées de Grassmann des espaces 
DEO 75. 

Réciproquement 2). on a le 

Théorème 1: ,Aux droites de la variété de Grassmann J’, cor- 
respondeut des faisceaux linéaires d'espaces S;. 

Soient Q', 01, (3 trois points de la Г, situés sur le droite l. 
Ces trois points sont Jinéairement dépendants c'est a dire que l'on 
a entre les coordonnées X', Хз, Х3 de ces points les relations 


> NAZ p 


Donc on a 


) Severi: „Sulla varieta che rappesenta gli spazi subordinati di data dimen- 
sione immersi in uno spazio lineare“. Annali di Mat. 3. Ser. Tom. 24. 1915. 

* Cf. Segre: „Sui complessi lineari di piani nello spazio a cinque dimensioni*. 
Annali di Matematica Ser, Ш. T. XXVII. 1917. 
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Donc on a les équations bilinéaires 


(4) Хо, Za? PER D + Ху...» Agi — 


Е 


A 
20... X +X} x: 
жш ye Ae ln = & * іш 74111 GAES OREI №: + I, № маза” In hen mE 


s= () 

Róciproquement, si Гоп a entre les coordonnées de Grassmann de 
deux points ()!, 0? les relations (4), alors la droite [= Q'Q? qui 
relie ces deux points est située sur la variété H. 

Tout espace S, à E dimensions qui s'appuie sur les deux espa- 
ces Si et S; qui correspondent aux points Q! et Q? s'appuie en 
conséquence sur tous les espaces S, qui correspondent aux points 
Q lineairement dépendants des points Q! et Q?. En effet, euvisa- 
geons la matrice | 


| Z. EA 

° La cea 

| z, ST 

(5) M =| 0 0 
| To La 

| wo" Fs ` Y QU A. 

ЕТ xi 


dont les k’+-1 premières lignes forment la matrice М” de l'espace 
S, et dont les k-- 1 derniéres lignes forment la matrice М de 


l’espace 5,. Dévelloppons la matrice M suivant les mineurs de la 
matrice M'. On a 


(6) 2 = dia [x X, "hn = 0, 


ке 


fasan. è, et iq... № étant deux combinaisons complémentaires de 


Kë 
nombres de la suite de nombres je... ју Qui appartient a la 
suite 0, 1,... r. On a i<...<t,; &<...< и le signe -+ convient à une 
permutation %,... fars і,... à paire et le signe — à une permutation 
impaire. Le nombre des équations (6) est (“Ты (CI) 
41 SEN 
Si les coordonnées X! et X? des espaces 5! et S? satisfont aux 
équations (6) 11 en est de même des coordonnées X de tout espace 
S, linéairement dépendant des espaces S} et Si. 

Envisageons done trois espaces SÌ, S7, Sì linéairement dépendants. 
Toute droite / qui passe par un point P! de l'espace S, et qui s'appuie sur 
l'espace 5% s'appuie en conséquence sur l'espace S$. Done les deux es- 
paces 52, S7 sont dans un $,,,, auquel appartient par conséquence l'es- 
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pace S;. Soit 51:1 l'espace commun aux espaces 51, S? et Ро, Pi... 
Р": soient k points linéairement indépendants de cet espace Ś,_,. 
Soient P'* et P'^ deux points de coordonnées 2” et z'^ l'un situé 
sur l’espace S, l'autre sur l'espace Si. Le point P* de coordonnées 
Ax*4 uz” est situé sur l'espace Sè, donc cet espace passe par 
l'espace S; j et appartient au faisceau linéaire déterminé par les 
espaces 5! et S;. 

3. П est dès lors facile de déterminer tous les espaces linéaires 
de la variété de Grassmann. Envisageons un plan П de cette va- 
riété et trois points Q!, 0% Q* linéairement indépendants de ce plan. 
Les trois espaces Si, 51, S; se coupent deux à deux en deux es- 
paces 5, |. Donc ou bien l'espace 5% passe par l'axe Siti, et alors 
les trois espaces Si, Sk, Sf sont situés dans un espace 5,,,, où bien 
l'espace 5? est déterminé par les deux espaces Sh et S$) suivant 
lesquels il coupe les espaces Si, 5; donc il est situé dans l'espace 
S... déterminé par les espaces Sl, Sï. е 

П y a donc deux espèces de plans // de la variété de Grassmann. 
Les uns correspondent aux étoiles оо? d'espaces S, ayant un 5, | 
en commun et situés dans un Ś,,,. Les autres correspondent aux 
оо? 6, d'un espace 5,,, qui ont en commun un $, з. 

Euvisageons maintenant un espace 5, à m dimensions situé sur 
la variété V,. Les espaces S, qui correspondent aux points © de 
S,, ont deux à deux en commun un 5, ,. Done ou bien tous ces 
espaces passent par un axe 5, ,. donc ils forment une ctoile co" ct 
ils remplissent un espace $,,,. Ou bien il y a au moins trois es- 
paces 9, linéairement indépendants et n'ayant pas en commun un 
espace 5, et alors les espaces S, appartiennent à un espace 5444 
et ils ant en commun un Ś,__. 

Nous pouvons donc énoncer le 

Théorème 2'): „П y a sur la variété de Grassmann V, deux 
familles d'espaces linéaires. L'une est composée d'espaces S,,, qui 
correspondent aux S, des espaces S,,, de l'espace S,. L'autre est 
composée d'espaces S, , qui correspondent aux étoiles d'axe 5, , 
de l'espace 5,. 

La premiere famille est composée de 


col” A_1}®-2) 


1) Cf. Segre: „Mehrdimensionale Raiime*. Encyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften T. 111. 2, Cah. 7. N° 3. 
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бын. La seconde famille est composée de 


oo" - ^1 

DEMO 

4. Deux espaces 5,,, de la variété V, ont en commun un point 
au plus. П y a 00’! espaces $,,, qui passent par un point Q de 
la variété de Grassmann 

Deux espaces S, , de la variété de Grassmann ont toujours un 
point en commun si l'on a £= I, et n'ont en général aucun point 
en commun, si l'ou a k> 1. car on a alors 


ABRIS" 


Par un point © de la variété Г, il passe оо“ espaces S, ,. 

бі un Ś,,, de variété V, et un S, , ont en commun un point 
© alors ils ont en commun toute une droite, car alors laxe $S, | 
de l'étoile représenté par l'espace S, , est situé dans l'espace S, 
représenté par l'espace $,,, de la variété H. 


2. Espaces tangents à la variété de Grassmann, 
1. Une droite / de l'espace 5, d'équations 
(7) X = AX! + и X, 


où X! et X? sont les coordonnées de deux points Q’, Q? de l'es- 
pace 5, est une tangente de la variété V,, si elle a en commun 
avec cette varieté deux points coincidant en un point 09 de cette 
variété. Si l'on choisit ce point comme point Q!, alors les équations 
‘en À, u que Гоп obtient en remplaçant les coordonnées X dans les 
équations de D’Ovidio par les expressions (7) ont la racine double 
и == 0. Le point @* satisfait donc aux équations (4) Done si l'on 
regarde ce point Q? comme variable, les points de droites / tan- 
gentes à V, satisfont à À — d équations linéaires homogènes qui 
représentent autant d'hyperplans de l'espace Sp. 

Les équations (4) sont linéairement indépendantes. Donc il y a en 
un point 09 de la variété V, de Grassmann №? — d hyperplans tan- 
gents linéairement indépendants. Un hyperplan /7 est tangent à la 
variété V, au point (9, sil contient les tangentes /, donc s'il passe 
par l’espace tangent S, déterminé par les А — d hyperplans d'équa- 
tions (4). Done l'équation d'un hyperplan tangent est une combinai- 
son linéaire et homogène des équations des À — d hyperplans (4). 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 3 
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L'espace tangent S, coupe la variété V, de Grassmann en une 
variété V composée de droites tangentes / situées sur la variété H. 
Ces droites représentent les faisceaux linéaires de l'espace 5, aux- 
quels appartient l'espace S; représenté par le point ©! de V,. Done 
la variété V est une variété conique V, à r dimensions. 

La variété V, est composée des droites des oo’ "^! espaces S... 
passant par le point Q! ainsi que des droites des оо" espaces S,_, 
passant par ce point. Chaque espace 5,,, et chaque espace S, , ont 
en commun une droite qui représente le faisceau des 5, situé dans 
PS... de l'espace 5, représenté par l'S,,, envisagé et qui appartient 
à l'étoile d'axe S, , situé sur l'espace S; représentée par VS, , 
envisagé. 

D'aprés un résultat général de M. Severi) tout complexe li- 
néaire d'espaces S, est donné par une équation linéaire 
(8) ŻA. X... = 0. 

Cette équation est représentée dans l'espace 5, par un hyper- 
plan II. | 

Aux hyperplans 77 tangents à la variété V, au point Q* corres. 
pondent des complexes linéaires qui contiennent tous les S, de 
l'espace S, qui coupent IS, fixe suivant des espaces $, |. 

e Un complexe linéaire est dit singulier et l'espace 5,, k' =k de 
l'espace S, est dit sun espace singulier s'il contient tous les 5, qui 
coupent cet espace singulier en un espace 5, , (au moins). 

Nous avons le 

Théorème 1: ,Condition nécessaire et suffisante pour que le: 
complexe linéaire (8) ait l'espace singulier S; est que l’hyperplan 
qui correspond à ce complexe soit tangent à la variété V, au point 
0% qui représente l'espace Si“. 

Nous démontrerons la nécessité de la condition en montrant que 
la variété V, appartient à lespace S, tangent au point Q?. En effet, 
supposons que les points 4°, 4!,... 4* fondamentaux de l'espace 
5, soient situés dans l'espace Si. L'unique coordonnée grassman- 
nienne de l'espace S; différente de zéro est alors X} ,.... Les equa- 


t) „Sulla varieta che rappresenta gli spazi subordinuti di data dimensione im- 
mersi in uno spazio lineare". Anneli di Matematica pura ed applicata Ser. 3. 


T. 24. 1915. 


tions (4) ont alors la forme 
(9) N, ze A == Ü, 


où deux indices j au moins different des nombres 0, 1,... E 

Soit alors (8) l'équation d'un complexe linéaire qui possède l’es- 
pace singulier Si. Cette équation est donc satisfaite par les coor- 
données de l'espace 5; ainsi que par les coordonnées des espaces 


fondamentaux 
As А“... 49-1: А, 


OU io fu, 1, sont К nombres de la suite 0, 1,... k de nombres 
et ou / est >k. Donc on a 
HX IC 


LL U. 


4 


ud XUI 


Done l'équation (8) est une combinaison linéaire homogène des équa- 
tions (9) ce qui démontre le théoréme. 

Un espace 5, qui n'a en commun avec S! qu'un espace $,, 
m < — 1 ne peut satisfaire aux équations (9). Ор peut, en effet, 
choisir m+1 points 49, A!.... А” fondamentaux dans l'espace S, et 
К — m = 2 points fondamentaux 4**',... A™—" en dehors de 51. 
L'espace fondamental 

KU E 4, ATA e APA das 


a l'unique coordonnée 4) 1... m.441,.. x-„ différente de zéro. Cela dé- 
montre d'une autre manière le théorème 1 du chapitre 1. 

2. L'espace linéaire 5, tangent à la variété V, au point Q? ne 
peut pas être tangent a cette variété en un autre point (°. En 
effet, supposons que les espaces 5%, S, qui correspondent à ces 
points se coupent suivant un S,,(@=—1). Choisissons les points 
fondamentaux 4°, A1... 4° dans [S,, les points 1971)... 4* dans 
VS? et les points A*t... 4%-6 dans |5,9 Les points Q de l'espace 
S, satisfont à deux systèmes d'équations linéaires, savoir au systéine 
(9) et au système correspondant au point Q'? 


(10) À RE AT Ex 0, 


A 


où deux indices j', au moins, n'appartiennent pas aux nombres 
0,...0; k + 1,... 2k — о. Si l'on a о< k — 1, on devrait avoir en 
raison des équations (10) pour l'espace 5% 


A 
Xo IM. E 0, 


36 
ce qui n'est pas vrai Si Гоп а ọ = k — 1, l'espace fondamental 
A9... ААА! і 2k —gz k+ 1 e 


est représenté par un point de la variété V, appartenant au point Q°. 
Les points А", А! n'appartiennent pas à l'espace S; donc on de 
vrait avoir 


A, 4-2, è, => 0 


се qui n'est раз vrai. On а donc le 
Théorème 2: „Les espaces S, tangents aux points ( de la va- 
riété Г, ne sont tangents qu’en un point de cette variété“. 


3. Systèmes particuliers d'espaces S. 


1. Système linéaire d'espaces contenus dans un espace S. 

Si Гоп choisit les points fondamentaux 4°,... 4% dans l'espace S,, 
alors la matrice d'un espace S, contenu dans lS, a nulles ses co- 
lonnes d'ordres о + 1,... r, Dont on a 


(11) Des 0 


81 un indice i au moins est supérieur à о. La varieté V qui repré- 
sente sur la V, ce système d'espaces appartient à l'espace donné 
par les équations (11) en nombre de 
r+1 o+1 
Gk da 
cest donc un espace à (£t d — 1 dimensions, dont l'intersection 
complete avec la J’, est la variété V de (o—k)(k-+-1) dimensions. 
2. Systeme d'espaces qui s'appuient sur un espace S ., 
Choisissons encore les points fondamentaux 4°.... 4° dansl'S,. 
Les espaces S, du systéme out des matrices dont une ligne (au moins) 
a les éléments d'ordre о + 1.... r égaux A zéro. Done а les équa- 
tions (11) pour toutes les combinaisons %,... 2, d'indices choisis 
parmi les nombres o + 1,... r. Au système appartiennent tous les 
espaces fondamentaux dont un point fondamental au moins est 
dans l'espaee 5,, espaces qui ont toutes les coordonnées X égales 
à zéro à l'exception d'une. Donc le système appartient à l’espace 
linéaire donné par les équations (11) en nombre de 


(D 
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donc la dimension de cet espace est 


(E) (49) 


La variété correspondante V est de dimension 


o + (r — k)k. 


3. Système d'espaces qui s'appuient sur un espace Š 
contenus dans un espace S, contenant S, . 

Choisissons les points fondamentaux 4°,... 4€ dans S,, Aert, 
Ae dans S,. La matrice d'un espace du système a égales à zéro 
les colonnes d'ordres 0-+ 1.... r, et une ligne au moins est compo- 
sée depuis la place d'ordre о, + 1 de zéros. Donc on a les équa- 
tions (11) 1° pour toutes les combinaisons d'indices choisis parmi 
les nombres о + 1,... r, 2° pour toutes les combinaisons contenant 
au moins un nombre supérieur à 0. Un espace fondamental dont 
au moins un point fondamental a l'indice So, et dont tous les 
points fondamentaux ont des indices < о a une seule coordonnée 
X différente de zéro. Donc le nombre d'équatious (10) est 


1 /o+1\. ѓо —0, 
d) Z (t0 (fit) 


et l'espace 5 correspondant a la dimension 
eT!| (0-0 
Ls Lie )+1 
La variété Г correspondante appartient à S et elle est de di- 


0, + (о — КК. 


4. Système d'espaces qui ont au motns un 5, en commun avec 


et qui sont 


p 


mension 


un espace Sg. 

Choisissons encore les points fondamentaux A°,... 49 comme au- 
paravant. La matrice d'un tel espace a dans au moins m + 1 lignes 
des zéros depuis la place d'ordre 0--1. Donc tous les X sont égaux 
А zéro pour lesquels plus de k +1 — (m + 1) = Е — m indices sont 
> о, done pour lesquels aw moins К — m-|-1 indices sont > 0, 
done au plus m indices sont << о. Ce nombre est égal à 


(12) (©, т) A rt (Cr, 


0 
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Les autres X peuvent avoir des valeurs arbitraires. Donc Гев- 
pace S correspondant a la dimension 


(13) d. iram EV MISES 
Désignons le systeme par K, m. Les systèmes 
И СО у 


sont contenus chacun dans son précédent, et les espaces 


Y 
So. o Ben e" So, 


correspondants sont conlenus de méme chacun dans son précédent. 


On a 
do, = — dq mes = (0, т + 1) — (0, т) = Ол? 


La dimension CCU système Kpm est égale à l'infinité des es- 
paces S, contenus dans l'espace 5, augmentée de Pinfinitć des es- 
paces Sì, contenus dans un espace 5, , ,. Donc on a 


d, m = (9— m)(m -- 1) + [r — m — 1 — (k т — 1) (Е — т), 
donc 


(14) d = = (g — m)(m + 1) + (v =Â k)(k — m). 


4. Complexes linéaires spéciaux d'espaces S. 


]. Un complexe linéaire C d'espaces S, représenté par une équa- 
tion (8) est dit spécial, s'il est composé des espaces 5, qui s'appuient 
sur un espace S, , , dit espace directeur du complexe. Si cet espace 
est donné par r— points linéairement indépendants E75... PS 
dont la matrice M' est 


(15) М =| 


on obtient l'équation du complexe en annullant le déterminant D 


r MOTS A 
zt" >> жесі | 
(16) D = o 0 
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On obtient ainsi l'équation 
(17) УХ, Xi = 0, k' =r - k — 1, 


où la somme est étendue à toutes les paires de combinaisons com- 
plémentaires de / 4 1 et de k + 1 nombres tirées de la suite 0, 
1,...r; ŁC. Ki; %<...<Сі, et où le signe est où — suivant 
que la permutation à, <...< è, łę,... è, est paire ou impaire. 

Il est avantageux de se servir d'une autre forme de l’équation 
d'un complexe spécial. Regardons à cet effet l'espace 5, , | comme 
déterminé par l'intersection de k-]-1 espaces linéaires S,_, indépen- 
dants de l'espace S, à équations 


(18) POZ j=0, 1.4 


im] 4 


L'espace directeur est ainsi déterminé par une matrice à k+ 1 
lignes et à r + 1 colonnes 
Eo E 
GLEN r 


(19) Memi neos. | 
| . 
Sy... г! | 
Un espace S, s'appuie sur l’espace directeur en ce cas et seule- 


ment en ce cas que le déterminant d'ordre k + 1 


Ld ғ 


be 
sor 
«b 
» 
7а 
A^ 


(20) qm "aw 
DES... y 


est égal à zéro. On obtient, en dévelloppant, l’équation 
(21) 28... X... = 0 


wh... 


où la sommation est étendue à toutes les combinaisons ży,... 4; 
ło <... < і, де k + 1 nombres parmi les indices 0, 1,... r et où 
CAR est le mineur de la matrice N qui correspond au mineur 
X,,...,, de la matrice М. 

2. On peut donner à la matrice N la signification géométrique 
suivante !). Envisageons, dans l’espace S,, la quadrique ©, de cet 


1) Cf. Comessatti: „Osservazioni di geometria della retta in un S,". Atti 
del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti“. T. LXXX. 
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espace définie par l'équation 


(22) Vr = (). 


Les équations (18) représentent alors К + 1 hyperplans polaires 
par rapport à la quadrique ©, des k- 1 points P*>,.., P** de 
coordonnées %,... &, 4 =0, 1,... k. Done on peut envisager la ma- 
trice = comme matrice d'un espace Sf à k dimensions polaire de 
l'espace directeur S,, , par rapport à la quadrique Q,. 

Aux espaces S, du complexe special С” correspondent, dans la 
polarité envisagée, des espaces S, , | situés dans des hyperplans 
passant par l’espace Sj, done des espaces $, , , qui s'appuient sur 
cet espace et réciproquement. 

3 On peut représeuter les complexes linéaires d'espaces 5, dans 
l'espace S, d'une façon analogue à celle envisagée au n? précédent '). 
Envisageons la quadrique /, de l'espace 5, d'équation 


(23) 2 N, 0. 


L'hyperplan II dont l'équation (8) représente un complexe linéaire 
de l'espace S, est polaire par rapport à cette quadrique du point 
R de coordonnées 4, ` iu 

Aux complexes spéciaux С” correspondent ainsi des points À 
situés sur la variété Г, de Grassmann de coordonnées Z, - Les 
hyperplans polaires de ces points passent par les points Q de la 
varié é J’, qui représentent les espaces ~, qui s'appuient sur l'es- 
pace directeur S, , , représenté par le point Ж. 

4. Envisageons un système algébrique Æ, d'espaces linéaires S, 
de dimension ¢ et supposons le contenu dans / = R — h complexes 
linéaires indépendants d'équations 


(24) ЗАХ = i= 1,... R =Â А. 

La variété Г, qui représente sur la V, le système А, est con- 
tenue dans l'espace Š, à h = R — | dimensions représenté par les 
équations (24) Envisageons l'espace S,_, polaire de l'espace S, par 
rapport à la quadrique Ғ,, déterminé par les points 4‘ de coordon- 


nées À! 


109: -. di e 


1) Comessati 1. c. 
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L'espace S, coupe la variété V, en une variété W dont les 
points R sont les pôles des hyperplans II spéciaux qui passent par 
la variété V,. Donc les points À représentent les complexes liné- 
aires spéciaux qui contiennent le système algébrique A, et qui ap- 
partiennent au systeme linéaire (24) de complexes linéaires. Ces points 
R existent certainement, si l'on a l'inégalité 


A Sk 


donc si lon a 
(25) = (11) 0+0. 


On peut done enoncer le 

Théorème 1: „Un système algébrique d'espaces 5, contenu dans 
! complexes linéaires linéairement indépendants est contenu dans 
au moins 


(еті; V = 
oo he iH 43441) 


complexes linéaires spéciaux (оо9--1), si l'inégalité (25) est satisfaite“. 

9. Nous envisagerons maintenant des systèmes linéaires de com- 
plexes assujettis à contenir les systèmes d'espaces S, dont il a été 
question au Chap. 3. 

Supposons done que le systéme linéaire donné par les équations 
(24) contienne tous les S, du premier des systèmes envisagés au 
Chap. 3. L'espace linéaire 5, contient alors la variété H. um 
à (о —k)(F--1) dimensions qui réprésente le système envisagé. L’es- 
pace polaire 5$, , coupe V, en une variété dont les points repré- 
sentent les complexes spéciaux du svstéme linéaire, donc les espaces 
directeurs du système, et en méme temps ils représentent les Sj 
polaires de ces espaces directeurs. Aux espaces 8, de l'espace 5, 
correspond, dans lu polarité par rapport a la quadrique (),, des es- 
paces S, , , qui passent par l'espace 5, ,., polaire de l'espace 5, et 
qui ont avec un espace S; un point en commun. Puisqu'un espace 
5, ,-і directeur a en commun avec l'espace 5, un espace Sp- donc 
l'espace Sï polaire gst situé avec l'espace 85, , , dans un espace 
Цел polaire de l’espace ru Done Si a un point en commun 
avec l'espace 5, ,,. Réciproquement, un espace Si qui a un point 
(au moins) en commun. avec l'espace 0, 9-1 a comme polaire un 
S, +; qui a avec l'espace S, еп commun un espace S,_, en com- 
mun un espace 5) , au moins, donc qui s'appuie sur tous les S, 
de S,. 
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Appellons conjugués deux points Q et / de l'espace S, si l'hy- 
perplan polaire de chaque point passe par l'autre point. Appellons 
pôle d'une variété Г située sur la variété V, de Grassmann tout point 
R dont l'hyperplan polaire passe par V. L'ensemble des points R 
forme une variété HW. L'hyperplan polaire d'un point © arbitraire 
de la variété V passe par la variété W. Les variétés V et W sont 
des variétés conjuguées dans la polarité, ou bien polaires Yune de 
l’autre. Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant 
„La variété H vu qui représente les S, d'un espace S (=~) 
de l'espace 5, admet comme variété polaire W la variété qui re- 
présente les espaces Sf qui s'appuient sur l'espace S, , , polaire 
de l'espace S, par rapport à la quadrique ©, de l'espace 5,“. 

Envisageons les espaces S et S auxquels appartiennent les va- 


riétés V et W. L'espace 5” polaire de l'espace 5 est déterminé par un 
certain nombre d'hyperplans indépendants polaires des points linéaire- 


ment indépendants de l'espace S que l'on peut supposer tous sur la va- 
riété V. Done l'espace S' contient la variété W donc il contient 
l'espace 5 De méme l'espace 5’ polaire de l'espace S contient 


(ati) 


dimensions et l'espace S est a 


(13 -(£11)- 


dimensions. Donc S et S sont polaires réciproques. done 5’ coin- 


l'espace S. 
Or l'espace S est à 


cide avec S et S' avec S. 

L'espace S est situé dans l'espace S, , determiné par les équa- 
tions (8). Donc l'espace S polaire contient l'espace S, , polaire de 
l'espace 5, ,. La variété W est à 

r— 0—1 + (r — k)k 
dimensions et elle appartient a l’espace S. 


Donc l'espace S,_, coupe la variété W en au moins un point, 
si l'on a l'inégalité 


r—e—i1i+(r—kA)k+I1—1= ST: )-(fii — 1, 
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donc si l'on a l'inégalité 
(26) 2 (171) (Е) 6-а) ket 


Nous ponvons done énoncer le théorème 

Théorème 2: „Le système linéaire К déterminé par l= А — № 
complexes linéaires indépendants qui contiennent tous tous les es- 
paces S, dun espace 5, à o— k dimensions contient au moins 
oo” complexes linéaires spéciaux, si l'on a l'inégalité / => m, т 
étant lexpressiou 


l I 
(27) m = (21): (1) в) еч т. 
Le résultat reste valable pour Pee pourvu que Гоп remplace 


dans (26) et (27) о par k — (( 1 4 par 0) 


Pour que le systéme K puisse contenir l'espace S, il faut que 
l'on ait 


done 


a is (ifi) EFi) 


inégalité compatible avec l'inégalité (16) puisque l'on a 
(r—Bb)--1)-4- r— ez 1. 


Si l'on détermine le.systéme linéaire К en choisissant / points 
généraux de la variété W, done un envisageant les / complexes 
spéciaux correspondants, alors l'espace 5, , coupe la variété И’ eza- 
clement en co" points. Si Гоп а [= m le nombre des points d'in- 
tersection est fini et égal à l'ordre de la variété W. Cet ordre n 
est égal au nombre d'espaces S, qui s'appuient sur un espace linéaire 
Sp, (ce qui donne d — [r —e —1 (r—k)k] = o — k + 1 con- 
ditions) et sur r — о -- 1 4 (7 —- Е) espaces S,_,.,, ce qui donne 
ensemble d conditions. 

Or ce nombre » est donné par une formule célebre de Schu- 
bert!) qui donne le nombre d'espaces S, qui satisfont à une condi- 
tion [a,, а,,... a,], c'est à dire qui coupent un espace Š, en 1 point 


1) Cf. Segre: „Mehrdimensionale Raiime etc.“ ]. c. N° 7. 
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un espace S, passant par l'espace 5, en une droite etc. et qui 
s'appuient, en outre, sur 


H= 24- Ik(k-+1) 


espaces linéaires 5, ,_,. La premiere condition est de dimension 


Ука) = EE 


dent) 


La formule de Schubert est 


(29) n = те 


où / est le produit //(a,— a,) des différences positives a, — a,. 
Dans notre cas on a 
[tgs id. a]|=fr"o— r--k+ 1,... rl 
D = (К — 1):... 2! (0 + lje... (oe k+ 2), 
H=r—e—1l+(r—kA)k+4h(k + 1) — 4k(k + 1). 
Nous avons donc 
a = 1] 112 — 1)!(9 +1)! 
rl... (r—k+ Це — k+ Dtir — ç — 1)! 


Si Гоп а o<k, il faut poser о=/---1. (zg W= V). On a alors 


| ^ RIG, E UNS ГЕ 
(31) n == > mM à 


(30) n= 


Nous avons donc le 

Théorème 3: „Tous les espaces S, qui s'appuient sur / = m 
espaces directeurs S. , ,, où le nombre m est donné par la for- 
mule (27), espaces directeurs assujettis à couper tous les espaces 
S, d'un espace 5), mais choisis du reste généralement, s'appuient 
en conséquence sur со” espaces directeurs analogues en cas de 
Vinegalitć l> m et sur n — m autres espaces directeurs analogues, 
ou n est donné par la formule (30) en cas de l'égalité | = m“. 

Comme exemple envisageons le cas de k = 2. On a alors 


(86—212 Der 
п — (r = 2)t(r = Dir!’ m = ( = )- 3ir—2). 
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On а p. ex. pour r— 5 
п — 42, т == 11. 

6. Nous assujettirons maintenant le système linéaire (8) à con- 
tenir le second système d'espaces S, envisagé au Chap. 3, c'est 
à dire le système d'espaces. qui s'appuient sur un espace S,. Soit 
Н” la variété à о + (7 — k)k dimensions qui représente ce système 
sur la V,. И’ appartient à l'espace S de 


GL) GTH 


dimensions. L'espace S,., représenté par les équations (8) contient 
l'espace S. Donc son espace polaire 5, , est contenu dans l'espace 
5 polaire de l’espace 5. La variété Г polaire de la variété W et 
qui représente les espaces 5, contenus dans un espace S,_,.., ap- 


partient à l'espace S de (41) — | dimensions. 
Donc si l'on a l'inégalité 
d E ET EE 02 (575$) E 1, 
donc l'inégalité 


(32) Fe (rt) ZPS 1) 

il y a dans le système (8) au moins co" complexes linéaires spé- 
ciaux, où 

(33) "= [у {) bp DEET 


Nous avons donc le 

Théorème 4: „Si l'on a l'inégalité (32), alors le système envi- 
sage de complexes linéaires contient au moins co" complexes spé- 
ciaux, où m, est donné par l'expression (33). 

Pour que l’espace S, contienne l’espace S il faut que Гоп ait 


r +1 r — 0 
в = (1) ti ET 
donc que Гоп ait 
(34) mt) 
inégalité compatible avec l'inégalité (32). Sì l'on a o > r — k — 1, 
il faut remplacer о par — 1. 
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Choisissons, comme auparavant, | complexes linéaires spéciaux 
qui déterminent le système (8), en choisissant / points généraux de 
la variété V. L'espace S, , coupe alors la variété V exactement еп 
oo!" points, si l'on а [7m, et en n,—m, points, sì l'on a l=m,, 
лу étant donné par la formule 

(r — e — Е — DATI... k! 


(99) Е PTE Јат 


аш donne l’ordre de la variété Г. On a donc le 

Théorème 5: ,Envisageons =m, espaces directeurs S, , , qui 
satisfont à la condition de couper tous les S, du systeme des S, qui 
s'appuient à leur tour sur un espace $, (donc qui passent par cet 
espace), mais qui sont, du reste, choisis généralement. Tous les S, qui 
s'appuient sur ces espaces directeurs s'appuient en conséquence sur 
co'-”" espaces directeurs analogues, si l'on a l'inégalité 1 > m,, et 
sur %, — m, autres espaces directeurs Š, , , analogues, où x, est 
donné par la formule ( 5) en cas de l'égalité | = m,“ 

1. Nous généraliserons maintenant les résultats précédents en 
envisageant un systéme linéaire de / complexes qui contiennent tous 
les S, qui coupent un S, donné en (au moins) un espace S„. 

Dans la polarité par rapport à la quadrique Q, il correspond 
à l'espace S, un espace S, ,., et aux espaces S, qui coupent S, en 
un espace S, (au moins) correspondent des espaces 5, , , situés 
avec l'S, ,., polaire dans un espace S, „_, (au plus). Soit V l'image 
du systeme des S, envisagé, et И” son polaire par rapport à la 
quadrique F, de l'S,. Un poiut À de la variété W est l'image d'un 
$, , , auquel s'appuient les S, du système, donc qui coupe l'espace 
S, en (au moins) un espace S, ,, puisque l'espace S, , , doit cou- 
per tout espace S, de l'espace S,. Done lS; polaire de l'espace 
5,.,., par rapport à la quadrique Q, est situé avec l'espace 5.., 
dans un espace d'au plus r — Q-]- m -—1 dimensions 5,.,,,.,, done 
I'S; coupe S,., en un espace S, , (au moins) puisque Гоп a 


r—otm—1+(k—m)=k+r—0-—-1. 


Donc la variété W polaire de V par rapport à la quadrique 
F, représente les S, qui coupent PS , , en des espaces S,_,, (au 
moins). La dimension de W est donc 


д, ot, -n = (r — 0 — 4 = k + m)(k — m + 1) + (ғ =Â Ela 
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et elle appartient a un espace S de 


DUB An —(r—e—l,k—m)—1 


dimensions. On a d'ailleurs 
| yo 
(—e—1&—m- (e, m =(, Ti) 

donc | 


(37) gäe im = (Q, m) — 1. 


Done l’espace Sı coupe la variété W, si Гоп a l'inégalité 
!—1+(r—e— k+m—1(k- m+ 1) + (r — k)m Z= (0, m) — 1, 
donc l’inégalité 
(88) LZ» (о, m) — (r — o — k-]- m-- 1)(k—w 4-1) — (v — k) m. 

Nous avons donc le 

Théorème 6: ,Le système linéaire d'espaces déterminé par les 
l équations de complexes (8) qui contient tous les espaces S, cou- 
pant un espace 5, er au moins un espace 5, contient au moins 
oo'-'» complexes spéciaux, s, étant donné par la formule 
(39) Ba = (0, т) — (п — o— k+ т —Y)(k — m+ 1) — (r — kjm"*. 

L'ordre », de la variété W' est, d'aprés la formule de Schubert 
égal au nombre des S, qui satisfont à la condition 

[r —o— k+ n» —M...r—e—l,r — m+ 1,... 7] 


et qui sappuient, en outre, sur 


H == S(r— ọ— 1—2) + 30: —m+i) — 5 k(k+ b= 
== (r—o—-1)(k — m + 1) — i SPA) 


+ (r — m)m + er Lg en (= 


= (r—o — k—1)(k —m+1) + mr — m+ 1) 


espaces directeurs S,_,_,. Donc on a 


D = (m — Y... 2! (E— m)!... 2! (0 +k—m+1)... (0--1) 
(oF k — m).. REA Soy . (0 — m 4-2) = 
Li BI m] 9! (ek w-+ 1)... (HE -2m+29 
о! (о — 1)... (о — m + 1)! 


+ 


(40) я. EN | ears —k—1)( r жЕ ent r=m--1)]! (m — 1)!. x 

| (r— g— k+m—1)!... (r--0— ШУЙ! (r — m= 1)! 

(b= m. 9Це-Е# = m+ 1% e+k—2m 2)! 
d (=m + 1! 

Nous obtenons en raisonnant comme auparavant le théorème 

Théorème 7: Tous les espaces S, qui suppuient sur / espaces 
généraux S, , , assujettis seulement а s'appuier sur tous les 5, qui 
coupent un espace fixe S, en un espace S„ (au moins) (ou bien 
coupent S, en un S, ,) sappulent en conséquence sur оо!» espa- 
ces directeurs analogues, si l'on a / > s„, et sur »,, — s, autres es- 
paces directeurs analogues, si l'on a l = #„. s, et n, étaut. donnés 
par les formules (39) et (40)“. 

8. Nous envisagerons encore un autre système linéaire оо”! de 
complexes linéaires, savoir un système qui contient à la fois tous 
les S, d’un espace S, et tous les S, qui sappuient sur un espace 
S, contenu dans l'espace 5,(0 = 0,). 

Soient F et V, les variétés qui représentent, sur V,, les deux 
systèmes. Ces deux variétés sont de dimensions 


(0 — k)(k + 1) et о, + (r — kik 


et elles ont en commun la variété H' de 


о, + (e—k)k 
dimensions qui représente les espaces S, contenus daus l'espace S, et 
qui s'appuient sur PS . 
Les trois variétés Г, Г,, W appartiennent à trois espaces 5,, 
De Ds de 


1 ғ =] — 0, 1 — 0, 
ET tac E (ғазы Gz) | Fab 


dimensions. L'espace $,,, somme des deux espaces 5,, 5, est de 


GE) - (et) 60) 


dimensions. Les espaces $,, $,, S, polaires des espaces $,, Są, S, 
sont de 


(24)-( n Se? (2. P) =1 Gras » 
"En 


dimensions et l’espace S,,, polaire de l'espace 5,,, est de 
p d SE га 3 
k-1) k+l 


dimensions. L'espace S, est l’espace somme des espaces 5, et S 
et l’espace S,,, est l'espace commun des espaces S, et S 


1 2° 
L'espace S,_, qui correspond au systeme linéaire de complexes 
contient les espaces ^, et Sy 


done son polajre 3,, est contenu 
dans les espaces 5, et 5,, donc il est contenu dans Резрасе 5,., 
commun des espaces 5, et S 

Les variétés V, V,, W” polaires des variétés Г, | 
tent les S, suivants: 


1. W représen- 
Ceux qui s'appuient sur l'espace S, 


denti: de Gaas 5, 
Ceux qui s'appuient sur l'espace S оса et ceux qui aes 
nent à l'espace 85, „т. 


Les deux variétés Г et V, ont en commun une variété W, qui 
represente les 5, qui s'appuient sur l'espace S, ,., et qui appar- 
tiennent en méme temps à l'espace Sug- En effet. les points de 
|’, sont en méme temps des pôles des deux variétés de I et de V 
Les variétés V, Vy, W, sont de dimensions 


r— ọ— l+ (r—A&)k, (r--g,—k—1)(k--1 
r—o—1+(r—o,—k—1L)k 


La variété W, est contenue duns l’espace 5,,; et elle appar 


tient évidemment à cet espace. Donc l'espace a coupe la variete 
W,, si Гоп a l'inégalité 


14r e 141-9 -k1)k 
р 


donc si Гоп а linégalité 


ала (Zoe) - (Ef) белье reri 


Cette inégulité contient celles (26) et (32) comme саз particuliers 
la premiere pour ©, = 


1, la seconde pour о = o, + (dans ce 
cas tous les 5, de l'espace 5, s l 


s'appuient sur l'espace о) 
Nous pouvons donc énoncer le 


IV 


Kaeznik Pelukiego low. matematycznego 
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Théorème 8: „Si l'on a l'inégalité (41), alors il y a dans le 
système (8) de complexes au moins co!" complexes spéciaux ой 
l'on a 


(42) m = а = (2. t) E Ee r np ue 


L'ordre x, de la variété W, est égal au nombre des 5, qui 
coupent un espace S, , , situé dans un espace nx qui sont 
situés dans l'espace 83. o! et qui coupent en outre H espaces 5, , |, 
ou H est égal à la dimension de W,. 

La condition de Schubert [a,,... a] est 


[r >#0 u E NON Io ОЛТУ! 
Оопе оп а 
D = (6 —1)!... 2! (0 — о,)...о--о,— #-1). 


Nons avons done la formule 


[oto E ЕЧ SATIN 


pp His gl op Уо ре ga 
qui coïncide avec la formule (30), si Гоп pose о, =— 1 et avec la 


formule (35), si l'on pose о = o, + k. 

Nous avons done le 

Théorème 9: „Tous les espaces 5, qui s'appuient sur / espaces 
directeurs généraux assujettis seulement à couper tous les S, qui 
. s'appuient sur un Š, et tous ceux qui sont contenus dans un S, 
qui passe par S,, s'appuient en conséquence sur co" espaces di- 
recteurs semblables, si Гоп а © Ma, et sur n, — m, autres espaces 
directeurs semblables, si l'on a [= ть, les nombres n, et т, étant 
donnés par les expressions (42). (43). 


Cracovie. Mai 1924. 


Sulle Funzioni Duhameliane 
Parte |. 
Le Funzioni Esattamente Misurabili o Sommabili. 


Nota di 


W. Wilkosz. Cracovia. 


S I. 
Diremo come al solito un insieme Z dei sistemi 
s We... x, 


ove Tı... 2, sono numeri reali, insieme a n-dimensioni ed i suoi 
elementi (sistemi particolari appartenenti alla X) chiameremo punti. 

Nef caso n = 2 od n=3 imaginiamo i punti di E nel si- 
stema delle coordinate Cartesiane ortogonali. 

ма / un insieme a due dimensioni o piano. 

Indicheremo соп E’(x,) la sezione di Е colla retta x = Ze 
(x. costante) cioè insieme di tutti i numeri y tali che 


(ғо. y) 
fa parte di Ë. 

Analogamente Æ” (yg) indica la sezione del codesto insieme colla 
rettà y — Yo. E chiaro che E' od Е” possono essere anche vnoti, 
in tal caso sono sempre misurabili (L) e di misura nulla. 

‘Se p(zy) è definita in & piano, indieheremo con f(x) e g,,(y) 
le funzioni definite rispettivamente in Æ” (yọ) e E'(r,) mediante re- 
lazioni 

J (x) = P(T, Yo) 
Joly) = qo y) 
j„(x) o g.(y) può essere anche vuota se è tale E" o &'—in tal 


caso e sempre misurabile e sommabile (L). 
4* 


Def. I Insieme piano e limitato Z sarà detto esatta- 
mente misurabile, se (1) £ è misurabile (L) superficialmente 
(2) ogni E'(z,) (3) ed ogni Е”(у) sono linearmente misurabili. 

Def. II, III. Funzione g(ry) definita in un £ piano e limitato 
sarà detta esattamente misurabile (sommabile) in Е se 


(1) (xy) è misurabile (sommabile) 
| superficialmente in E 
(2) ogni f (æ) in E (yo) 

(3) ed ogni g,(y) in FE (2) 


sono linearmente misurabili (sommabili). 


Teor. 1. Se g(ay) е misurabile esattamente in É allora di № 
si può dire lo stesso. 


Dim: (1) geen) essendo misurabile in Æ implica 
la misurabilità ordinaria di # 


в $ | essendo misurabili in | De 


implicano la misurahilita lineare dei rispettivi aggregati. 

Teor. 2. Una g(ry) esattamente misurabile e limitata in E 
e anche esattamente sommabile in £. 

Teor. 3. Una ф(ту) esattamente sommabile in Æ è anche esat- 
tamente misurabile in Z. 

Teor. 4. Se p (zy) e pixy) sono esattamente misurabili (som- 
mabili) in 4, lo stesso si рио dire del loro aggregato lineare cioe 


p(ry) = eg'(zy) + eg" (жу) 
(еі e с, costanti]. 
Teor. 5. Se (1) g(xy) è esattamente misurabile (sommabile) in £ 
(2) A & piano e contenuto in E ed anche esatta- 
mente misurabile, 
allora ф(ху) considerata soltanto in A è esattamente misurabile (som- 
mabile) in A. 
Teor. 6 Se g” e pl sono esattamente misurabili in E 
anche g == фф”. çg” è tale. 
[Ma non si potrebbe dire lo stesso della loro sommabilità!). 
Teor. 7. Se 1. g?) e g™ sono esattamente misurabili in А 
2. limitati in 4, 
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allora: 
Ф == g?) фб?) e esattamente sommabile іп E 


Le dimostrazioni dei sopradeiti teoremi si fanno facilmente 
colle note proprietà delle funzioni misurabili o sommabili in modo 
indicato nella demustrazione del teor 1 

Com'è noto se la funzione del punto analitico Ф(Р) 

e definita in un insieme a qualunque dimensioni (№) 


e (1) g*(P) sommabile in / 
(2) g(P) misurabile. 


Allora g(P) e sommabile anche in //. In tal caso diremo che p(P) 
e sommabile con quadrato in LZ. 


[Dim. у. De la Vallée Poussin Cours d'Analyse III“ v. I] 


Teor. 8. Se 1. Ф\ту) sommabile esattamente in f. 
2. (ту) misurabile esattamente in E. 


allora (zy) esattamente sommabile in А. 


Dim: (1) ф(гу) è sommabile in / dal Teor. precedente 
(2) f? sommabile in Е” (у) е 7, misurabile 
allora /, sommabile in Æ” (yọ) 
(3) lo stesso per g,{w). 


Diremo іш tal caso la funzione g(zy) sommabile esattamente con 
quadrato. 
E noto che la sommabilita di ФӘ(Р) е g(P) in £ implica 
la sommabilità del prodotto 
g = 90. gp, 
ne segue 1] teorema: 
Teor. 9. Se 1. g'P(ry) ed p(ry) sono esattamente sommabili 
con quadrato in À 
anche 
play) = q”. q^ 


¢ sommabile in E esattamente. 


Def. Indicheremo con (аф) il quadrato formato con tutti i si- 
stemi (zy) 


per le quali agro | 
ау 
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Con 7(ab) indichiamo il triangolo di tutte le coppie (x y) per le quali 
а= у: 0 
It(ab) e T(ab) sono evidentemente misurabili in modo esatto. 


Se 1. g(zy) e definita in £ piano 
2. Е contenuto in F(ab) 


allora la funzione 
Q(.cy) = g(ry) in k 
= () in R <a T 


chiameremo la estensione di g(ry) al quadrato аһ). 


Teor. 10. Se (1) g(x y) esattamente misurabile 
(sommabile) in А 
(2) E contenuto in /t(ab) 
allora Dis y) esattamente misurabile in Æ(«b). 


Dim: 1° La estensione D гуу) è misurabile nel senso ordina- 
rio (v. Caratheodory Vorl. üb. reelle Funkt.). 

2° F, e la estensione lineare di /, al |ab| quindi misurabile 
(sommabile) con езва. 

3° lo stesso per ogni y, 

Senza restringere la generalita dei risultati possiamo prendere 
sempre le funzioni definite in A(ab) nelle quistioni ove si tratta di 
sommabilità o misurabilità di quelle. 

Cercando la modificazione del teorema ora classico del Fubini, 
riccordiamo dapprima il suo enuneiato ordinario per due e tre va- 
пар (v. Caratheodory op. cit. p. 621]. 

I. Se g(x y) sommabile in Alab) 
allora 
1° Insieme dei y, in |a/] ove 7, sommabile è [ab] — Г, 

ove V, ë di misura nulla. 


29 [Insieme dei x, in |a ^| ove g, sommabile è uguale al 
s r 
[a | — Г, 
ove V, di misura nulla 


3° Fo Í f. dr definita e sommabile in [ud] — V, 
' 


49 gx) = fs. dy definita è sommabile in [ab] — V, 


8 frere Jana Т f vay a 09 


[ab] — ab] = Vo 


Un cubo S(ab) sia dato da tutti i sistemi (x, y, z) soddisfaceuti: 


a < x = 
a <= y S b 
а <z; <b 


In modo analogo consideriamo le sezioni di (zy). 
Sezione di 5(а5) col piano r = x, ё R(ab), colla retta x = x. 
y = Y, e [ab |. В 
П. Se g(zy2) sommabile in S(ab) 
аПога 
1. Insieme dei y, fra a e b ove /, = g(x y, z) sarebbe sommabile è: 


[ab]. — V, 


ove Г, di misura nulla 


2-257) = fre 2 ағ dz definita e sommabile in [ab] — V, 


3. fr jc | f f priva) dz dy аг 


[ab] — Fg 
4. Insieme dei punti ove fna = {ro #2) sarebbe sommabile 
in [ab] 
è Rlab| — Vj, ove V,, di misura (piana) nulla. 


e 


П(ғг) = |7, dy definita e sommabile in A — Vis 


S / / Ndz dz = f / J pie dy de 


Teor. 11. |,Fubini^ esatto per due variabili]. 
Se g(zy) € sommabile esattamente in /Қа)) 
allora: 


1. Fry) = ff dr definita e sommabile in [aż] 
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2, G(z) ig g,dy definita е sommabile in [ab] 


o fro = f 6 (e) de= f foley) de dy 


Dim: (1) Лед. sommabili sempre perche (ry) 
esattamente sommabile 
(2) quindi Г, e Г, nulli 
(3) il resto segue dal teorema I di lubini. Analogo 
valga anche per le tre variabili. 
Teor. 12. [formola dello Dirichlet esatta]. 
Se (xy) esattamente sommabile in 7 (ab) 


allora: 
Í [ode dy = faz f gdy = f dy f f, dœ 


Dim: Sia Ф(гу) la estenzione al (ab) di p — allora Ф 
sune esattamente sommabile in /?(ab). [teor. 10). 
Avremmo: [teor. 11] 


f J Daz dy f [rar dy = f f dy da 
ma (1) J f düz dy =f | ode dy 


А i = f in [UA d | , 
(2) Му EMIT ind f SET dr 


G, „an fax} ) 
N A x: i quindi f G „dy = Im dy 


(3) 


(4)  sostituendo, abbiamo la formola. 

Teor. 13. Sia 

(1) (xy) sommabile esattamente con quadrato in X 
(2) f(y) sommabile in [ab] con quadrato 


allora F(a) = / e xy) f (y) dy 


definita e sommabile in [abl]. 
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Dim: (1) per ogni x, in [ab] g,(y) = g(zx,y) € sommabile con 
quadrato in [ab] quindi д, (и). (и) sommabile in [abl]. 


allora f(z) ILLO definita in |40) 
g zy) f(y) = (жу) e superficialmente sommabile in И, 
quindi secondo l'ubini: [teor. 11). 


F(r) sommabile in [ай]. 


Ammettiamo un corrollario facile: 
se g(ry) sommabile in Klah) 
allora posto 


Y(ryz) == ф(гу) in S ab) 


abbiamo Yw sommabile in S(ab). 


Teor. 14 бе (xy) e Y(xy) sono esaltamente sommabili con 
quadrato in fab), allora la loro composizione di seconda specie 
(di Fredholm) е sommabile in (ab) esattamente. 


Dem: (1) ма QO(xsy)esg(rs) in S(ab) 
T(xsy)s= (sy) іп Sab) 


allora Ф е Ф sommabili con quadrato іп S [согг. di sopral. 
quindi 
D(xsy) . Ф(хзу) = pirs) len) 


sommabile in $S. 


(2) Per ogni 2,,% in [ab] 
Pix) е pisya) 
sommabili con quadrato 
quindi | 


p(ros) . (87) sommabile e definita in [ab] come funzione di s 
Faye) = | gs) Wev) ds 


definita in (ab). 


(3) secondo Fubini Ғе sommabile in R. 


һ 


(4) Fizy) = | gzs) зу) ds [v in [adj 


Ma (sy) sommabile con quadrato in [ad]. 
q(xs) esattamente sommabile con quadrato in R 
quindi 
F(xy,) sommabile in [ab] 4 Fubini у 
(5) analogo por (жоу). 
Dunque (zy) sommabile esattamente. 

Teor. 15. Se (ту) e w(xy) sommabili esattamente con qua- 
drato in [ар] allora la loro composizione di. prima specie [di Vol- 
terra] cioe: 

F (xy) = | ers) Wy) ds 
е sommabile in T. | 
Dim: per estensione al (ab) 
Teor. 16. бе g(zy) e p(xy) esattamente sommabili con qua- 


drato in В 


allora la composizione 
b 


F (xy) = J pls) W(sy) ds 


е sommabile esattamente con quadrato in K. 


b 9 һ b 
Dim: (1) Е? =| f puds| < [gras [was 


= K(xy) 
(disugualianza dello Schwarz]. 


^ 
Ma: Dx) = fords 


(у) = f vds 


quindi Dx). By) = K(zy) 
sommabile in / esattamente. 

K(xy) essendo una „majorante de la sommabilité^ di De la 
Vallée Poussin implica la sommabilità esatta di Ay). 


sommabili in [ab] secondo Fubini 
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Ma (ту) sommabile socondo il teor. 14 quindi anche con 


quadrato. 
Teor. 17. Se gizy) e уху) sommabili esattamente in Т(аб) 
con quadrato — allora la composizione 


Dry) = Í grs) (sy) ds 


è sommabile essattamente con quadrato in 7. 
Dim: Usando la formola dello Dirichlet ed il teor 16. 


S I. 


G. Vitali ha introdotto nella sua memoria nelle Rend. di Pa- 
lermo di 1907 il concetto della equi assoluta continuità Ripproduco 
due definizioni del lavoro citato: 

Def. I. Una progressione delle funzioni 


ora TRE 


ha gli integrali equi-assolutamente continui in un 
insieme (D) limitato [seriveremo NAC) 
ge 
(1) рег ogni e>>o esiste д > о tale che 
per ogni (a) Г. insieme contenuto in D 
di cui (8) m (IP) <ó 


abbiamo LI" d| E n= 1.2... 


Def. JI. Una (/,). ove f, definite in D.ë completamente 
integrabile per i termini {scriveremo C/T se: 


(1) lim /--/ in D 


n | oc 


(2) lim FA (du = | far 
4 À 


рег ogni A misurabile, contenuto in (D). 

Vitali ci da il teorema sequente: 

Uondizione necessaria e sufficiente perchè (/,) definita in 
D sia CIT 
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(1) f, sommabile in D jc. Donee 
КАЛБ 7 =A 
(3) (f) © EAC in D 


Іп tal caso / è già sommabile in DI] 
Introduco una modificazione adatta al nostro scopo presente: 
Def. III. La (/,) delle funzioni definite in А piano e limitato 
e esattamente FAC in £ se 
M AED ЛЕ С m Ws 
(2) (f(xyw)) € LAC in E"(y) per ogni y, 
(3) (Jaa), ê HAC in Е (х) per ogni (xo). 
Def. IV. La {/,} delle /, definite in E piano e limitato 
è CIT esattamente se 
1° hin ў =f in E 
L =a 
zi SET WS dr dy = f raray 
Е e 7 


рег ogni A misurabile, contenuto іп K 
ae dee f.(ay,)dı = / f(zyg)d.e 


per ogni Ё misurabile, contenuto in Æ” (yọ) e per ogni yo. 


3° um / S (toydy = f f (xy) 


per ogni А misurabile. contenuto іш //'(rj e per ogni т». 
Teor. 1. Condizione necessaria e sufficiente perchè { /,) sia 
CIT esattamente in E e seguente: 


(1) fry) sono sommabili esattamente in E n = 1 2... 


(2) шй fí(ry)— fiw E 
(3) (Cory) è БАС esattamente in E 
Dim: Le nostre condizioni ei danno 
CAD" pert {f,(æy)} 
(2) '/„(7oy)) per ogni >, 


(8) (ио) per ogni yo 
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Quindi danno anche esatta CIT. 
Il reciproco è analogo. 

Diamo adesso parecchi criteri della C/T, usati in prattica (sol- 
tanto sufficienti). қ 


Teor. 2. Se 1° esiste М tale che 
(ғ < Me per ue» 1.2... 
in E 
2° f(xy) esattamente misurabili in £ 
DOT = 10 ДЫ 


allora 
(1) ff) è CIT esattamente in E 
(2) f esattamente sommabile in FE 


Dim: (а) (1) (2) danuo la sommabilita esatta delle /, in Æ 
{5 I teor |. 
(8) se Г piano, misurabile e contenuto in Z allora: 


| / 4 EN 
^ 


allora se т(Г) < д 


= m(1') M 


SES € 
М4 1 


J fa.|<s JS ЖЕ. 
Cr 


(y) se P lineare, misurabile, contenuto in £"(y,) 


abbiamo: 


| у. аиа] = m(F) M 


/ ЕТІП 


quindi abbiamo LAC esatta іп £ cio che da il resto. 
Teor. 3. Se esiste w(xy) 


(6) analogo per 


(1) esattamente sominabile in H 
(2) tale che (real = pley) in E 
(3) зе апеога f{æy) sono esattamente misurabili in A 


(4) lim f =f in E 
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allora 
íf.) è CIT esattamente 
f(xy) esattamente sommabile. . 


Dim: (а) 1° e 4? danno in ogni dimensione la sommabilita 
esatta di f(xy) e di /(zy) 


(8) | | È f, dx dy 
"A 


(y) | | j ` (ty, dx 


x fv da dy 
è 


= f Wry,)dx 
F 


(д) | | ШЕЛІ SJ wew)dy 


e siccome gli integrali di w(xy) sono assolutamente continui, quindi 
per maggiorazione valga lo stesso delle /, n= 1.2... 


Sur la transformation du р-ете degre 
d'une fonction automorphe. 


Par 


C. Abramowicz. 


= 


Dans son mémoire „Sur les fonctions fuchsiennes et Гагі- 
thmétique“ Poincaré!) a envisagé la possibilité de la transfor- 
mation des fonctions automorphes. Les idées de Poincaré ont été 
reprises par Fricke qui a consacré des recherches étendues au cas 
de transformation du 3.éme degré?) de la fonction automorphe ap- 
partenant au groupe (O. 3; 2, 4, œ). Outre ces recherches de Fricke 
et deux cas spéciaux conduisant aux groupes (Za et Gies envisa- 
ges par lui), nous ne trouvons pas d'autres résultats dans la théo- 
rie de la transformation des fonctions automorphes. Dans le travail 
actuel nous nous occupons du cas général de transformation de la 
fonetion automorphe appartenant au groupe (0, 3; 2. 4, 5). 

Pour énoneer les résultats du travail actuel remarquons qu'on 
définit le groupe (0, 3; 2, 4, ñ) comme l'ensemble de toutes les 
subsütutions de la forme 


"1 „_ (ateVjyetet ab 

(— e4- dVj)24 a — by; 
où j désigne la racine positive de J’équation }?+- — I = les 
nombres a, b, с, 4 sont des nombres entiers du corps quadratique 
A(j) et le déterminant а? + c? — j (b? + d?) des substitutions est 
égal à 4 ou 2; on а en outre a = c, b = d (mod 2). 


1) Journal de mathématiques, IV, t. 3, р. 405. 
з) Vorlesungen über die Theorie der automorphen Functionen, t. 11, p. 554. 
3) Acta mathematica, t. 17, p. 3465. 
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La fonction automorphe g(z) appartenant au groupe (0, à: 
2, 4, 5) remplit done la condition g(2') = (2). 

Si lon désigne maintenant par г’ == 7(2) une substitution de 
la forme (1) au déterminant 


a! +c? — j (b? + d*) = p, 

où p désigne un nombre naturel différent de 4 et 2, on dira avec 
Poincaré!) que la transformation du p-ème degré de la 
fonction automorphe appartenant au groupe (0, 3; 2, 4, 5) consiste 
dans la determination de la relation entre la fonction g(z) et la 
fonction transformée q(T2). Cette relation, comme Га montré Poin- 
care, ne sera algébrique que dans le cas où le groupe (0, 3; 2, 4, 5) 
et le groupe T-'(0, 3; 2, 4, 5) 7 sont commensurables. 

Il est évident qu'on peut pour la transformation du p-ème 
degré de la fonction uutomorphe employer chaque substitution 72, 
de la forme (1) ayant le déterminant égal au nombre p. Mais nous 
faisons la restriction b = d = 0 et nous ne regarderons que lea 
substitutions de la forme 

T(2) P: š 
— Qz + 1! 
au déterminant /^ + (J2= p, les nombres P et Q étant entiers 
dans le corps К(/). 

En prenant la substitution 7(2) nous obtenons les résultats 
suivants: 1) nous démontrons la commensurabilité des groupes (0, 3; 
2, 4, 5) et 1 (O, 3; 2, 4, 5) Т, 2), nous determinons l'indice du 
groupe de substitutions au déterminant 1 contenu dans le groupe 
(0, 3; 2, 4, 5), 3) en s'appuyant sur ce résultat nous déterminous 
Pordre du groupe de Galois de l'équation algébrique à laquelle sa- 
tisfait la fonction automorphe transformée, 4) nous montrons enfin 
que le degré de cette équation est égal à р? + 1; nous appliquons 
les résultats obtenus à la transformation du 7-ème degré. 


$ 1. La commensurabilité des groupes (0. 3: 2. 4. 5) 
et 7-(0. 3; 2, 4, 5) T. 


Nous désignerons les substitutions (1) du groupe (0. 3; 2,4,2) 
par (a, b, с, d); la substitution T(z) aura alors la forme 
T — (P. 0, 0, 0) 


1) Oeuvres, t. Il, p. 463 
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Calculons les substitutions (A, B. C, D) du groupe transforme 
T' ^ (0. 3; 2, 4, 5) T. En appliquant les formules 


a’ = msa — пкб + rsf — mny, 
B = ns(a — B) + "ñ — n "y, 

y = mr(ó — a) — rI b + m*y, 
d = msó — nra — rs + muy 


donnant les coefficients а’. В’, у’, 6’ de la substitution qui s'obtient 
en transformant la substitution 


Ki 5) à laide de l” vi 

у, д жей 

nous trouvons pour les coefficients А, В, С. № de la substitution 
(A, В, C, D) du groupe transformé 7-! (0, 3; 2, 4,5) Т les valeurs 


A= pa, B=b(P?— 0:) — 2 P Qd. 
C = pe, D=d(l?— Q?) + 2 P Qh. 


(2) 


Pour démontrer la commensurabilité des groupes (0.3:2,4, | 
et Т:1(0,3; 2, 4, 5) T il suffira de montrer l'existence du sous-groupe 
commun à ces groupes. 

Lemme I: Le sous-groupe commun aux groupes (0,3; 2.4.5; 
et Т '(0,3;2,4,5)7 ne pourra contenir d'autres substitutions du 
groupe Т`'(0, 3; 2, 4, 5) T que celles qui s'obtieunent de substitutions 
(a. 6. с, d) satisfaisant à la congruence 


(3) 2 P Qd == (Р? — QYb (modp). 


En effet, les formules (2) montrent que le déterminant de lu 
substitution (4, B, C, D) est 


A+ C* — j (B! 3- D*) = p? ta? + с — j (P + а*)}; 


afin que cette substitution (A, В, С, D) puisse appartenir au groupe 
(0, 3; 2, 4,5) son déterminant devra être égal à 4 ou 2; les nombres 
À, B.C, D) doivent donc être divisibles par p; les quotients 


À B 1 | 
' = == a; b' = = bí 2 => 1__9P()d ° 
SCHER E р RU È "Gei 
(4, C 


MADE fis. ТАРЫ LA. — O? 9 popl 
= = d=" => {42 Q*) + 2 P9 | 


Hoeznik Polakievo Tow. matematycznego. > 
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doivent être des nombres entiers du corps K(j). Le nombre best 
entier si Ja condition (3) est remplie; mais on déduit de (3) 


2 POUPE — Q?) = H P + Q4 — 2 Рз 01) = Ь{(Р 4 09-49), 
d'où, en vertu de l'égalité Р? + Q! = р on a 
d( P? — Q?) = -— 2 PQb(modp) 


et la congruence obtenue montre que la valeur pour d'est aussi 
entière. 
Lemme If: Les substitutions (a’, b’, e, d’) du groupe T^7'(0, 3; 
2, 4, 6)1 qui pourront entrer dans le groupe (0. 3; 2, 4. 5) doi- 
vent remplir la condition 
Ра’ = (b (modp). 


En effet, le lemme I montre qu'une telle substitution (a, b”, с’, d") 
doit s’obtenir par la transformation d'une substitution (a, 6, c, d) dont 
les termes а, b, c, d s'obtiennent en résolvant par rapport à a, b. c, d 
les congruences (4); ce sont des nombres 


aa, b= kr 994 2 ror], 
eme des hm ona — 250r) 


mais, afin que les nombres 6 et d soient entiers il faudra qu'on 
ait la congruence 
(P? = 0%а” = 2 Р Qb'(modp). 
qui pourra s'éerire 
(2 P* — p)d' = 2P Qb'(mody) 
ou encore 
Ра’ == Qb'(modp), c. y. f. d. 
Aprés ces remarques nous avons le théorème: 
Théoréme I: Le plus grand sous-groupe commun 
aux groupes 
(0, 3:8, 4, D), 1-(0,322:4-буҒ 
se compose de toutes les substitutions (a,b,c,d) satis- 
faisant à la condition 


(5) Pd = Qb(m od p). 
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En effet toutes ces substitutions entrent dans le groupe (0, 3; 
2,4,5); mais, en vertu du lemme II, ce sont en même temps les 
seules substitutions du groupe transformé 770,38; 2, 4.5)7' qui peu- 
vent entrer dans le sous-groupe cherché. 

Ainsi nous avons démontré l'existence du sous-groupe, défini 
par la congruence (5). Mais il sera utile pour ce qui va suivre de 
donner une autre forme à la congruence (5). Nous déterminerons 
dans ce but un nombre £+ Hj du corps K(/) qui satisfasse à la 


congruence 
(Е + Hj == — 1(modp): 


alors l'une des deux congruences 


P(E + Hj) + Q = 0, 
P(E + Hj) — Ф = 0 


sera satisfaite parce que le produit de leurs premiers membres ' 
PE+ Hj)? — Qe 


sera, en vertu de l'égalité P? + Q? = p, divisible par p. 

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant: 

Théorème II: Si l'on désigue par F+ Hj le nombre 
satisfaisant à la congruence 


(6) (E + Hj)? = -- \(modp) 


et si l'on transforme le groupe (0, 3; 2, 4, 5) à l'aide dune 
substitution arbitraire 

THE RAE 

- — Qz + P 
au déterminaut P?— ?—p. le sous-groupe commun 
aux groupes (0,352.4,5) et 77(0,3;2, 4.) T sera deter- 
miné par la congruence 


+ d= (L + Hy)b (mod р). 


Nous avons supposé l'existence du nombre E- Hj satisfai- 
sant A la congruence (6): cette congrunce est équivalente aux deux 
suivantes 


A? +H == — 1. 2h = Н (mod р) 


d'ou nous obtenons 


БА? + | = (mod p). 
5* 
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On voit que le nombre / + Hj n'existe que dans la cas où 
le nombre premier p remplit la condition 


Nous avons le theoreıne: 
Théorème ПІ: Etant donné un nombre premier p su 
tisfaisant à la condition 


Ge 


la transformation du p-&me degré de la fonctiou au- 
tomorphe g(2) appartenant au groupe (0, 3; 2, 4,5) cou- 
duit à la fonction g(T'z) qui satisfait à une équation 
algébrique dont le degré est égal à l'indice du sous- 
groupe. défini par la congruence 


d = (E + Hj)b (mod p) 


où A+ Hj vérifielacougruence (А+ Hj)? + 1 == 0 (mod р). 

La détermination de cet indice qui est le but principal de 
notre travail, s'uppuyera sur une propriété du groupe de Galois 
de l'équation algébrique à laquelle satisfait la fonction transformée 
q(Tz); nous appelons cette équation l'équation de transfor 
mation. 


S 2. Les substitutions du groupe (0. 3; 2. 4, 5) au déter- 
minant 1. 


Pour deterininer l’ordre du groupe de Galois de l'équation de 
transformation, observons que ce groupe sera isomorphe avec le 
groupe fini G auquel se réduit le groupe (0, 3; 2, 4, 5) suivant le 
module p. Mais, comme le groupe (0, 3; 2, 4,5) ne contient que les 
substitutions aux déterminants égaux à 4 ou а 2, l'ensemble G ne 
pourra contenir que les substitutions (a, 6, с, d) aux déterminants = 
= 4 ou = 2(mod p), les nombres a, b, с, d étaut des nombres entiers 
du corps K(/) incongrue par rapport au module p; le probléme con 
siste à déterminer le nombre de ces substitutions. Mais nous pou 
vons simplifier les calculs en montrant qu'on peut se borner aux 
substitutions au déterminant 1 du groupe (0,3;2,4,5); dans l'en- 
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semble (7 ces substitutions auront les déterminants congrus à 1 
(mod p). Nous démontrons le théorème suivant 

Théorème IV: L'ensemble detoutesles substitutions 
(а. b, c, а) du groupe (0, 3; 2, 4, 5) dont le déterminant 
п? jÂ с? — j (b? — d?) est égal à 1 constitue un sons-groupe 
du groupe (0, 3; 2, 4.5) avec l'indice 10. 

Pour démontrer ce théorème désignons par /'le groupe consi- 
dere de substitutions (a, ^, с, d) au déterminant 1 et cherchons le champ 
fondamental de ce groupe. Nous adjoignons dans ce but au groupe 


Г la substitution 2 = -- z, où z désigne le nombre conjugué avec 


2; le groupe nouveau ГГ se composera de substitutions (а, b, c, d) et 
de toutes les substitutions de lu forme 


= + OE ПИРОТ 
(~e+d)j )z — a + bVj 
La frontière du champ fontamental se composera de lignes 


de symétrie du groupe Г. Mais les lignes de symétrie sont carac- 
térisées par l'égalité ) — 0, ce seront donc des cercles 


(8) (=c + d Vj) iet + y’) — 2az + + dVj = 0. 


Nous remarquons en outre que le groupe /' ne peut contenir 
que des substitutions elliptiques à la période égale à 2, 

En effet, la substitution (a,b,c, 4) étant elliptique, on a < 1, 
m^is le nombre à conjugué dans le corps K(j) avec а doit aussi 
remplir la relation à < ı; il sera done ай < l. autrement dit, la 
norme du nombre а cst plus petite que 1; mais si l'on а N(a)< 1, 
alors N(u) = 0 et l'on a a == 0; la période de la substitution ellip- 
tique est 2. 

Il résulte de là que toutes les lignes de symétrie du 
groupe /' se coupent sous des angles droits, autrement 
dit, les cercles(8) forment sur le plan un réseau de po- 
lygones avec les angles droits. Il reste à choisir parmi ces 


polygones celui qui est le champ fondamental du groupe Г. 
Nous allons procéder de la manière suivante: 1) nous cher- 


chons sur l'axe d'ordonnées le point elliptique du groupe Г le plus 
prochain du point ¿; sur la ligne de symétrie qui passe par 
ce point nous cherchons le point elliptique le plus prochain, ete.; 
en procédant de telle manière nous retournons au point ¿ et nous 
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obtenons un certain polygone circulaire. Si le groupe /” contient 
encore des substitutions transformant ce polygone en lui-même, ces 
substitutions formeront un certain groupe qui devru être cyclique 
д une période 4, alors la g-eme partie du polygone obtenu sera le 


champ fondamental du groupe Г; 2) nous cherchons une telle subs- 
titution elliptique J’ n'appartenant pas au groupe Г qui trauxfor- 
merait le groupe Г en lui-même; c'est à dire verifierait la relation 
MPE St 

Déterminons dans le corps du 4-ème degré obtenu par l'ad- 


jonction au corps K(j) de la racine quadratique |), une telle unité 


e=a + j+ Vj (y + 9j), 


quon ait ££z- 1, € étant égal à a+ jj Vi (y + Өй et que le 
nombre Ze soit un carré purfait dans ce corps du 4-éme degré; 
les calculs montrent qu'on peut prendre pour l'unité # le nombre 


E e= Mi lilt 


el l'on aura 
2e = (У = № 
où k= 124- j 4- fi. 
Envisageons maintenant la substitution 
E k 241 
7 —2-2-1 


transformant le point ¿en £i: №. où А = 1 +7) - Vi: le déterminant 


(9) 


2kk de cette substitution est. d'apres les caleuls précédents, égal à 4. 

Cette substitution possède les proprictés suivantes: 

1) elle n'entre pas dans le groupe Г. car son déterminant est 
égal a 4, 

2) elle traustorme le groupe /' en lui-même, ce qu'on verite 
directement en calculant les substitutions V ^!" V. 

3) elle est une substitution elliptique à la période 5 parce 
que l'équation donnant la période » de cette substitution est 


k + k = 4 cos = á 


| n 


ce qu'on peut écrire 
š л 
1 у = 2 соз a , 
7 


d'où résulte m = 5. 

4) ses points fixes 2, et 2, sont situés sur le cercle x? + y? + 
+ 2x = 1, parce que les valeurs de ces points sont 
Se ack 1 VES 

ees Lire 
1 4-j— Vj 
et l'on vérifie cette propriété immédiatement. 

D’après ces remarques nous voyons facilement quel effet pro- 
duit l'applieation de la substitution V au point fixe i; ce point va 
du cercle passant par les points fixes 2, et z, sur le cercle passant 
раг ces mêmes points et le coupant sous l'angle 27:5; puis il va 
de ce cercle sur le suivant incliné sous l'angle 27:5 ete. En effec- 
tuant les constructions nous obtenons un pentagone circulaire dont 
le centre sera situé sur le cercle 


x у" +F 2x= 1 
et représentera le nombre 


ee E ЕЯ 
lanl ag | 
point fixe de la substitution Г. 
Le pentagone obtenu sera le champ fondamental du groupe 7. 
En effet, ce pentagone se transforme en lui-même à l'aide de 


substitutions 
V, Vx. ys V, 


mais le déterminant de toutes ces substitutions est égal à 4, elles 
n'appartiennent done pas au-groupe Г; ce pentagone se transforme 
encore en luiméme par l'inversion dans chacune de ses 5 diago- 
nales, mais toutes ces inversions n'appartiennent pas au groupe T. 

Le pentagone obtenu avec sa réflexion dans l'axe d'ordonnées 
sera le champ fondamental du groupe Г. 

Pour démontrer maintenant le théorème énoncé nous raisonne- 
rons de la manière suivante. Comme la substitution 


k 241 
k —z--1 


transforme le groupe /' en lui-même, nous adjoignons au groupe 7" 
les substitutions V, V3, F3, V*; l'ensemble de substitutions 


P, y ‚== 0,1,2,3,4 


constituera alors un groupe nouveau que nous désignerons par 
Г; le champ fondamental de ce groupe sera la cinquième partie 


du champ fondamental du groupe 7° avec le sommet au centre du 
pentagone. Le pentagone fondamental se transformant en lui-même 
par l'inversion dans chaeune de ses diagonales, nous choisirons une 
telle inversion, p. e. 


2351 
ET 


D H = = 77 . 
et nous l'adjoindrons au groupe Zs; nous obtenons un groupe nou- 


veau que nous désignerons par Г.) et dont le champ fondamental 
sera la moitié du triangle antérieur. 
Nous montrerons que 


1) le groupe Í', se compose exclusivement de substitutions 
a,b,c,d) au déterminant a? + с? — j (b? + а) = 4, 

2) le groupe Г. se compose exlusivement de substitutions 
(a, b, c, d) au déterminant а? + с? — j (h* + а?) == 4 ou 2. 

De cette manière il sera démontré que le groupe /' ne dit- 
Gre pas du groupe (0,3; 2, 4,4), parce que ce dernier, par défini- 
tion, se compose exlusivement des substitutions (а, 6, с, 4) aux dé- 
terminants 4 ou 2; il sera en méme temps démontré que l'indice 
du groupe Г composé des substitutions (a, ^, v. d) au déterminant 1 
est par rapport au groupe 10,3; 2, 4, 5) égal à 10, parce que 10 qua- 
drilatéres équivalents constituent le champ fondamental du groupe Г. 

1) En effet, il est d'abord évident que le groupe Г, ne con- 
tiert d'autres substitutions que celles au déterminant 4 (y compris 
les substitutions au déterminant 1); il reste seulement à montrer 
que le groupe Г», épuise toutes les substitutions au déterminant 4. 
En effet, s'il v avait des substitutions au déterminant 4 qui n'appar- 
tiennent pas au groupe Tea, il y aurait aussi de nouvelles lignes de 
symétrie n'appartenant pas au groupe Ta: soit le cercle 


(— c + dj) (1? + y?) — See + c + dVj =0 


une telle ligne de symétrie; de l'égalité $ — 0 il résulterait alors 
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d == 0 (mod 2) et puis. en vertu de l'égalité а? + с? — jd? = 4, И 
résulterait а? + с? = 0 (mod 2); mais nous avons de plus а = с 
(mod 2), дой а = 0 (mod 2); tous les nombres a, c, 4 seraient divisi- 
bles par 2 et la substitution correspondante entrerait dans le groupe 
Гоу parce qu'elle entrerait dans le groupe Г. Il n'y a donc pas de 
nouvelles lignes de symétrie; le réseau des polygones correspondant 
au groupe 1%, et le réseau correspondant à l'ensemble des substitutions 
га, b. c, d) su déterminant 4 sont identiques. Le groupe T'o contient 
done toutes les substitutions (а. с, 6, d) au déterminant 4 satisfaisant 
aux conditions a == c, b = а (mod 2) et n'en contient aucune autre. 

2) Pour démontrer que le groupe ‘I'w ne contient d'autres 
substitutions que celles au déterminant a? + с? — j (b? + ds) = 4 ou 
2, il suffira de montrer que s désignant une substitution au déter- 
minant 2. Š une substitution au déterminant 4 et JU Ја substitution 


U Rie 1 
кт 


le produit sU sera une substitution au déterminant 4 et le produit 
U-'S une substitution au déterminant 2. 
En effet, nous calculons 


б> | a—e+(b — Ф |}, MSIE MOL 
Eee a (bd) e 


et vérifions immédiatement que, d'aprés la relation a? + c? — ; (b* + 
12) = 2, cette substitution a le déterminant 4. 
Nous trouvons de même 


рав [a beter 215 —a+et+(—b+ Ni 
| a—c+-(—b-+dyV;, а + c— (b + |} І 


d'où, en vertu des relations а = с, b => d (тоа 2), nous constatons 
que les coefficients de la substitution U-'S sont divisibles par 2; 
après la reduction de ce facteur nous obtenons la substitution au dé- 
terminant 2. 

Le théorème énoncé est démontré. 

En nous appuyant sur ce théorème nous pouvons dans le calcul 
de l’ordre du groupe de Galois nous borner aux substitutions au 
déterminant = 1. 
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$ 3. Détermination de l’ordre du groupe de Galois 
de l'équation de transformation. 


Nous admetions que le nombre р est premier dans le corps 
K(j); alors la congruence 
j+ j — 1 = 0 (mod. p) 
n’a pas de raciue reelle. 
Cela posé, nous determinons le nombre des solutions de la 
congruence 


а? + c? — j (b? + dš) = 1 (mod p) 


dans le corps KO, 

Observons d'abord qu'il y a 4(p*--1) restes quadratiques 
parmi les p* — 1 nombres entiers (mod p) différents de zéro du corps 
K(j); ces restes sont des nombres qui peuvent se représenter comme 
les carrés d'un autre nombre du corps Æ\( у). 


Pour représenter ces restes. désignons par y une racine pri- 
mitive') du nombre p dans le corps K()), c'est à dire un nombre 
g satisfaisant à la congruence 

g ` = I (mod p). 
alors la suite de p* — | nombres 


1,9,9%9%.--97 ° 
représentera le système des nombres du corps K(j) incongrus par 
rapport au module p. 
Les puissances paires 
(10) 1, g* 9°,..-9° 


seront les restes quadratiques. 
Observons aussi la congruence 


8 


„5—1 


(11) g ` = — 1 (mod р). 


Après ces préliminaires nous avons le théoreme: 
Théorème V: La congruence 


Zi  yż == Ü (mod p) 


dans le corps K(j) a 2p?—1 solutions distinctes. 


1) Serret: Cours d'algebre supérieure, t. Ш, р, 17b. 
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Lu ettet, nous pouvons réunir les j(p! — 1) restes quadra- 
tiques (10) en 4(p* — 1) paires suivantes 


ы гы 
E- Ve 
2 
4%, d 
ег T a... : 
g; < TERM "(o ’ 


les sommes de chaque paire, en vertu de la congruence (11). sont 
== () (mod p). Chaque paire nous donnera 8 valeurs pour x et y vé- 
rifiant la congruence 2%-- у? = 0 (mod p); en definitive, nous avons 
(v compris 0) 


p 8-1=2pł—1. 


solutions. 

Théorème VI: Si l'on désigne par a+ dj Гор des p*—1 
nombres entiers différents de zéro du corps kr la 
congruence 


x* + y? = a + Jj (mod р) 


а dans le corps A(j) précisément р? — 1 solutions dis 
tinetes. 

En effet, réunissons les restes (10), у compris 0, eu (p* — 1)? 
paires; nous obtenons des sommes de la forme 


J АЕ И +g"? a 


où sr—=0,1,2,...4(p"— 3). Pour chaque valeur donnée arbitrairement 
de » nous recevrons une moitié des nombres a+ 2j; mais il 
est facile de voir que pour chaque valeur + + { (р? — 1) nous re- 


cevrons une autre moitié des nombres а + Bj, car autrement il ré- 
= 


sulterait Ca = 1 (mod p). Chaque nombre a + В) sera done $( p*— 1) 
fois représenté (mod p) dans la forme x? + y*, ce qui donne p? — 1 
solutions distinctes. 

Après la démonstration de ces théorèmes. revenons à la déter- 
mination du nombre des solutions de la congruence 


(12) : a? + @ ` (02 | ad?) = | (той p). 


Exuminons d'abord les valeurs а == 0 et a == 1; ensuite les autres. 
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Si a=0 et c=( nous obtenons la congruence 
— j (b? + d*) = 1 (mod p) 


qui, en vertu de l'égalité 1 = j (1 + j), pourra s'écrire 63? + d? == — 1 
-- ) (mod p); cette congruence a 1(р? — 1) solutions (théorème VI) 
parce que les valeurs b et d qui different par le signe пе donne- 
ront pas des substitutions différentes (а, 6, с, d); pour les valeurs 
a == 0, c = 1 nous obtenons 2p? — | solutions (théorème V); cha- 


cune des J(p' — .) valeurs restantes pour с donnera p? — 1 solu- 
tions; dans le cas а = О nous obtenons en definitive 
p* — 1 


j? — 3 + | 


T T 2 p? - | + È ә (p! 


solutions. 

Pour les valeurs a = 1, c == nous obtenons 2p? — 1 solu- 
tions; chacune des р? — 1 valeurs restantes pour с donnera р? — Í 
solutions; eu somme nous aurons dans le cas a = | 


2 | 4 (pt — IE = pr 
solutions. 

Si nous passons maintenant aux valeurs restantes pour а, vous 
remarquons qu'il y en a parmi celles certaines qui vérifient la con- 
vruence а? + с? == 1 et d'autres qui ne la vérifient pas. Mais, comme 
cette congruence a р? — 1 solutions (théorème VI) il y aura $(p* — 1) 
— 2 valeurs du premier genre, car les valeurs а = 0, a = | étaient 
déjà envisagées. Pour chacune de ces valeurs il existera deux va- 
leurs c telles que a? + c? = 1, done chaque fois deux valeurs parmi 
р? valeurs pour í donneront la congruence b? + d? = 0, c'est à dire, 
d’après le théorème У. . р? 1 solutions; chacune de p? — 2 va- 
leurs restantes pour c donnera seulement р? — I solutions. Nous 
aurons ainsi dans les cas mentionnés 


4 82 dai 
° 4 ~{2(2p*—1) HP — 9) (pt — DJ = 4 pH d) 


solutions. 

Chacune de 3( p? — 1) valeurs pour a qui ue sont pas racines 
de la congruence а? + ch == 1 nous donnera p*(p* — 1) solutions; 
toutes ces valeurs donneront $ р? ( p? — 1)? solutions. 


Nous aurons en définitive la somme 


PE Ae PPP) pt ри Dtm p pto - 1) 


exprimant le nombre des solutions de la congruence (12). 

Nous pouvons énoncer le théorème: 

Théorème VII: Si l'on effectue la transformation 7 
du p-éme degré sur la fonctionautomorphe g(z) appar- 
tenant au groupe (0,3;2,4,5) le groupe de Galois de l'é- 
quation algébrique à laquelle satisfait la fonction 
transformée ф( 72) est isomorphe avec un groupe d'or 


dre р? (р — 1). 


S 4. Détermination du degre de l'équation de transformation. 


Désignous le groupe dont nous avons determiuć le degré par 
G; notre but principal est de montrer que ce grroupe G contient 
un sous groupe d'ordre 4 p*( р? — 1). 

Observons en premier lieu le groupe cyclique 


С, = (1.1,0. Е + Hj), k=0,1,2....p— 1 
composé des puissances différentes de la substitution 
S = (1,1,0. E + Нл 
ayant la propriété 
S" == 1 (mod р); 
on vérifie aisément cette propriété en observant que généralement cha- 


que substitution U de la forme U =(1,6,c,d) ayant son premier 
terme 1, a la période p; on a, en effet les formules 


А == aa + jb — cy + jdó. 
B = af + ba +- ed — yd, 
C = ay + №4 + са — ju, 
D = аб + da + by — có 


donnant les coefficients 4, B, C, D du produit 


(13) 


(А. B, C, D)= (a, b. с, d) (a, 8, y, д); 


IR 


ces formules donnent | 
U? = (1,95, 2r, 24). 
U 3 == (1,36. Зе, За), 


Ur = (1, ph, pe, ра) == (1. 0. 0,0) = 1. 


Nous démontrons le théorème: 

Théorème ҮШІ: L'ensemble de p*substitutions de la 
forme 

(1, 6,0, (K + Hi) b) 

où db parcourtlesvstème complet des nombres entiers 
du corps K(j) incongrus par rapport au module р, 
constitue un groupe G, pour lequel le groupe G, est 
un diviseur normal. 

Déterminons dans ce but toutes les substitutions du groupe (7 
qui transforment le groupe cyclique G, en lui-même. 

Nous aurons la condition 


(— a,b, c, d) (1, 1.0, B+ Hj) (a,b; c, d) == (1.1.0, K + Hj) 


parce qu'il est facile de voir que la substitution (— а, 6, с, d) est 
l'inverse de (a, 0, с, d). 

Si l'on désigne la première partie de cette congruence par (a’, 
b, с’, d*) on obtient, avant égard à la congruence 


(14) at + e? = j (br + dt) = 1 (mod p), 
les relations 
a! = -- 1. 
== — 2a? 4 2jb? -l-1 4 2 (E + Hj) (ca + bdj). 
с == -- 2adj + 2j (E + М) (dc +4 ab), 
= — 2ac + За + : F + Hj) (1 + 24%; — Zen 
nous aurons donc (après la réduction de 2) les congruences suivantes 
с — jd? + (Io + Hj) (ca + bdj) == 0, 
(1) ad — (E + Hj) (ah + de) = 0. 
jbd — ac + (lb + Hj) (e? = 55) = О. 


Multipliant la premiere par b et la troisième par d et les ad- 
ditionnant nous obtenons la relation 


be? + c (CE + Hj) (ab + de) — аа) = 9 (mod р) 
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qui, en vertu de la deuxieme congruence (15), s'écrira 
bet == 0 (mod p); 


i| résulte de là: 1) b =U, ou 2) c zs 0 (mod р). 
La condition b= 0 est impossible parce que la troisième con- 
gruence (15) se changerait alors en 


c[— a + c( E + Hj)| = (mod p) 


et donnerait a == c (E + Hj); la deuxième donnerait alors — jd? = 0 
ou а == 0); mais les valeurs 


b = 0, а = e (k + Hj), d = 0 


ne verifieraient pas la congruence (14). 
Reste la condition с == 0; alors la troisième congruence :15) 
se change en 
jb |d — b (bh + Hj)) = 0 (mod p) 
ce qui donne 
d == b (E + Hj) (mod p). 


Les congruences (15) se verifient immédiatement; la relation (14) 
donne pour a la valeur = + 1. 

Les substitutions (а,0,с,4) transformant le groupe G en lui- 
même seront donc de la forme 


(1.5,0, (E + Hj) b); 


le nombre b pourra prendre toutes les valeurs entières du corps 
K(j) ineongrues par rapport au module p. Le théorème énoneé est 
démontré. 

Il est facile de montrer l'existence d'uu moins p? + 1 groupes 
du type G,. En effet, le nombre de substitutions (a, b, c, d) avec le 
premier terme a == 1 (la substitution (1,0, 0. 0) exclue) est, d'après 
le théorème V, égal à p* 1. Si l'on transforme le groupe G,, 
à l'aide d'une substitution arbitraire | prise parmi ces p4 — 1 subs: 
titutions ayant la période p, on obtiendra un nouveau groupe d'or- 
dre p* qui de méme sera composé de substitutions à période p. 
Chaque substitution ayant la période p nentrera qu'une 
seule fois dans un groupe déterminé du type G,. En 
effet. si l'on désigne par U, et U, deux substitutions quelconques 
du groupe G,, dont la premiere U, pourrait entrer dans un nou- 
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veau groupe obtenu de G, par la transformation à l'aide d'une subs- 
titution 5, il serait 


U, = S- U, S, 


d'ou résulterait SU, == U,5, ce qui est impossible. Si done chaque 
substitution а période p dont le nombre est p* — 1 n'entre qu'uue 
seule fois dans un certain groupe déterminé d'ordre p* contenant 
p? — 1 substitutions différentes de l'unité. le nombre de groupes 
obtenus sera (pt — 1): (p?—1)=p?+}. 

Après ces remarques montrons que le groupe trouvé G,. est 
un diviseur normal avec l'indice 4(p* — 1) d'un certain groupe 
d'ordre } p?*(p* — 1) 

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant: 

Théorème IX: L'ensemble de fp?(p* — 1)substitutiona 
de la forme 


(11) (a,b. c, (E + Hj)^) 


dans lesquelles b parcourt le systeme complet des 
nombres entiers du corps K(j) incongrus par rapport 
au module p et les nombres a et c vérifient la con- 
gruence | 


at + c? = 1 (mod p). 


constitue un groupe pour lequel le groupe G, est un 
diviseur normal. 

Pour la démonstration adjoignons aux p* substitutions du 
groupe G,. toutes les substitutions de la forme 


(a,b, c. (E + Hj) b). 


Nous aurons 4 (р? 1: systèmes de p? substitutions pareilles. 
car nous avons 


а с — ЈИ + (E + Н)? = 1 (mod р). 
d'où, ayant égard à la congruence 


(18) (E+ Hj)? +1 = 0 (mod p), 


nous obtenons а*--с*==1 (той p) pour déterminer a et c; mais, 
comme, d'après le théorème VI, la congruence а? + с? =1 (mod p! 
а p*--1 solutions distinctes dans le corps K(j), nous obtenons 
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4(p® — 1) paires (a.c) pour a et c; il sera superflu de prendre 
d'autres systèmes de la forme 


(— a,b, — e, (E+ H;)b) 
parce que ces substitutions peuvent s'écrire 
(a, — b,c, — (E+ Hj)b) 


et il est évident qu'elles ne donneront pas des substitutions nou- 


velles. 
Il suffira pour démontrer le théorème énoncé d’écrire le produit 


(a. b, c, (E + НЮ). (a, byc, (+ Hj) by) 
Че deux substitutions 
(a, b, c, (E + Hj) b) et (a,,b,,c,,(2 + Hj) b,) 
vérifiant les relations 
а? + c == 1, aj + e = 1 (mod р). 
En désignant ce produit par (A, B, C, D) nous obtenons 


А = aa, — сс), 
B = ab, + ba, + (E + Hj)(ch, — cb). 
С == ac, + ca, 
D = be, — cb, + (Е + Hj) (ab, + ба)). 


Ayant égard a la congruence (18) nous vérifions immédiate- 


ment la relation 
(19) D= (E + Hj) B (mod p) 
Nous obtenons ensuite 
A+ О == а? aj + ct ci + ate, + c? ay (а + с2) aj +- c? c; + 
аа e) a+ dum, 
се qui montre que l'ensemble des substitutions (17) forme effecti- 


vement un groupe. 

Pour montrer que le groupe G,. est un diviseur normal du 
groupe ci-dessus, observons que ce groupe. d'apres la définition, ne 
peut contenir que р? sustitutions avec le premier terme a == 1; ce 
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sont toutes les substitutions du groupe G,. Si nous transformons 
maintenant le groupe G,, à l’aide d'une substitution arbitraire 
S == ТЫҒА 


nous ealeulerons facilement (d'après les formules du $ 1) que le 
premier terme de chaque substitution du groupe S^'G, 5 sera 


аз ce? — j (67% + d'*) = 1 (mod p). 


nombre congru à 1 par rapport au module р. 
Il sera donc 
SG... S == @G, 
pour chaque S, c. q. f. d. 
L'existence du groupe d'ordre 4p3(p*-- 1) nous permet de 
démontrer le théorème suivant: 
Théorème X: L'ensemble detouteslessubstitutions 


(а) z + + a|; 
(-e+dl)z+a— ^ Vj 


du groupe (0, 3; 2, 4,5) vérifiant la congruence 


(20) 


(21) d == (E + Hj) b (mod р), 
où le nombre A+ Hj satisfait à la relation 
(E+ Hj) = — 1 (mod p) 
forme un sous-groupe du groupe (0,3;2, 1,5) avec Pin- 
dice pî+ 1. 


Désignons l'indice de ce sous-groupe par la lettre i, désignons 
par J’, le sous-groupe des substitutions (20) vérifiant la condition (21) 
et ayant le déterminant = 1 (mod p); le groupe Г, envisagé au 3 2, 
composé de substitutions (20) avee déterminant 1 peut étre représenté 
sous la forme 


Petre S, T, So Г\,,... S Гу), 


où les lettres 5, désignent certaines substitutions (20) ne vérifiant 
pas la congruence (21). 

Si nous considérons maintenant le groupe fini 6 auquel 
se réduit le groupe Г par rapport au module p, nous remarque- 
rons que par rapport au module p les substitutions du groupe Г, 
se réduiront à celles des substitutions du groupe G qui vérifient la 
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congruence (21); autrement dit, le groupe 77, se réduira à l'ensemble 
(a, b, c, (E + Hj) b) 


qui, d’après le théorème IX, constitue un groupe d'ordre 3 p? (р? — 1) 

L'indieezsera done égal au quotient Jp*( p* —1):3 p*( pt — 1) = 
= р? + 1. 

Mais, comme nous l'avons déin observé auparavant, le degré 
de l’équation algébrique à laquelle satisfait la fonction transformée 
(Tz) doit être égal à l'indice du sous-groupe commun du groupe 
(0, 3; 2, 4, 5) et du groupe transformé Т”! (0, 3; 2, 4,5)7, nous avons, 
en nous appuyant sur Je théorème III. le résultat suivant: 

Théorème XI: Etant donné un nombre nature) p pre- 
mier dans le corps K(j) satisfaisant à la condition 


(= — 1, 
р 


si nous effectuons la transformation 


+ Q 
- Qz + P 
du p-éme degré sur la fonction automorphe g(z) appar- 


tenant au groupe (0,3:2,4,5) la fonction transformée 
p(Tz) satisfait A une équation algébrique du degré 


р? +1. 


Т(г) = - 


$ 5. Application à la transformation du 7-ème degré. 


Les nombres р satisfaisant à la seconde condition du théo- 
rème XI sont de la forme 


20k+1, 20%+3 20^ +7, 2044 9; 
nous avons done la suite 
3, 1, 23, 29, 41, 45, 44, 61,... 


Après le nombre p = 3, envisagé par Fricke, nous avons le 
nombre!) p—=7 qui est premier dans le corps К(]); appliquons 


nos résultats généraux a ce cas. 


1) Le сан du nombre ô qui n'est pas premier dans le corps K(/) a fait l'ob- 
jet du mémoire déjà cité de Fricke dans les Acta Mathematica, 17; il conduit au 
groupe d'icosaedre. 

6* 
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Nous voyons d'abord que le nombre de substitutions de la forme 


0 Pz + © 
WILL CE 
au déterminant /?-+ (0 == p ne surpasse pas le nombre 8(p + 1). 
En effet, si nous posons 


P=a+ß, Q=y+ i. 
où les nombres a, В, y, 0 sont des entiers rationnels, nous voyons fa- 
eilement que ees nombres doivent satisfaire à l'égalité 


PRET AT 
mais, comme ор sait, le nombre premier p peut ètre!) de 8(p + 1) 


manières décomposé en somme de 4 carrés. 
Dans le cas de p — 7 nous obtenons 


EE E 
d’où, ayant égard à la condition 
2 («B + yd) == B* + 6 


que les nombres а, B, у. д doivent vérifier, uous n'obtenons que les 
quatre systèmes suivants des valeurs pour les nombres a, B, y, 0: 


2 ae 
ere A gel 
o EP ee G 
ut ER Ren: 


Nous voyons que, pour la transformation du 7-ème degré de 
la fonction automorphe g(z) ne peuvent être emplovés que les qua- 
tre substitutions suivantes 


pli 944 i—i в —2—j) 
PN tty 24 GP EE ZE 1—i) 
au déterminant 7. 
Il est facile de voir que dans le cas considéré, le nombre 
E + Hj sera 5+ 3; parce qu'on vérifie immédiatement la con- 


gruence (5 + 37)? + 1 == 0 (mod 7). 


1) Sierpiński: Теогја liczb, 1914, p. 357. 
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Nous vérifions ensuite que dans le cas des transformations 
T, et T, le sous-groupe commun du groupe (0, 3; 2, 4,5) et du 
groupe transformé, sera défini par Ja congruence 


d = (5-4-8 7) b (mod). 


dans le cas des substitutions 7, et 7, les sous-groupes correspondants 
seront 
d ==(2 + 4 j) b (mod 1). 

Les substitutions (1.b, O, (b + 37) 6), transformant la substitution 
(1,1,0,5L 37) en lui-même, constituent un groupe Ga d'ordre 49. 
Ce groupe est un diviseur au) d’un сезеді G,,;, d'ordre 1176. 
Les fonctions transformées g(T,2). p(1,2). p(1;2), p(1,2) seront ra- 
cines des ćquations algébriques hi degré 50. 

Nous pouvons encore remarquer un fait intéressant qui rap 
proche le cas de transformation du 7 ème degré de la fonction auto- 
morphe g(z) avec celui de transformation du 7 ème degré des fonc- 
tions modulaires; nous démontrerons le théorème suivant: 

Théoreme XII: Dans le cas de transformation du 
1-еше degré de la fonction automorphe appartenant 
au groupe (0, 3; 2. 4, 5) le groupe de Galois de l'équation 
de transformation contient un sous groupe (ig d'or 
dre 168. 

Pour démontrer ce théorème remarquons qu'on a pour cha- 
que substitution 

5 = (a, b, с, d) 


les formules suivantes (mud 7): 


S? = (Da? + 1, Dab, Бас, 5 ad) 

S3 zx (Заз + За, За b + b, Batc + e, 3 a* d + а), 
qui permettent de déterminer les périodes des diverses suhstitutions 
du groupe de Galois. Nous savons déjà que pour a == 1, la substi- 
tution Š a la période 7; nous caleulons aisément qu'on а pour 
a=( la période 2 et pour a==3 la période 3; pour a == 2 on 
a la période 4 et pour а = 5 + 3j la période 6; les va'eurs a = 3 j, 
34 5j donnent la période 5, les valeurs a == 4 + j, 1 + 2) la pé- 
riode 8, les valeurs a==3-j, 5+) la période 12, les .valeurs 
a=2+), 6+ 7, 1+37, 24 3j la période 24 et les valeurs 
a= ), 4 +2) 5 +27, 2j, 6 4 .2j, 4-3). | +), 2-2, 6437. 
3+ 2) la période 25. 
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Après ces remarques, preuons la substitution 
V = (0, ô, 1, (5 + 35) b) 
et déterminons une substitution 
= U=(1,6,y, ó), y —j (P + 02) к= 0 (mod 7) 


a période 7, telle que le produit UV ait la période 3. 

Observons auparavant qu'on ne peut pas avoir y = 0 parce 
que la substitution U aurait alors la forme (1, 6, 0, (5 - 37) 8) et 
le produit UV n'aurait pas la période 3. En effet, si lon calcule 
pour le produit | | 


(1, 8,0, (5 + 37) 8) (0, 6. 1, (5 + 37) ^) 
le premier terme A, on trouve 
А = )8b|1 + (Š + 3 7)*] = 0 (mod 1). 
ce qui donne la substitution avec période 2. 
Prenons donc le produit 


(1, B, y, 9). (0, b, 1, (5 + 3 j) b); 
son premier terme A doit vérifier la condition « = 3; nous au- 
rons donc 


= — y+ 6j 18 + 06 + 5/)| = 3 (mod ï). 


En posant y = ] nous obtenons la congruence 


bj [84 66 + 3 j)] = 4 (mod 7), 


ou 
(22) b[(8 + 2) Ô 4 j B] = + (mod 1) 
et la condition )(8* + d*) = pour f et d 
En vertu de l'égalité 1 =j (1 + j) la dernière congruence 
s'écrira 
f* + 8°: = 1 + j (mod 7). 
et nous trouvons les solutions suivantes de cette congruence 


1+i,5+3) a у 643), 443), 2) 
Оу ee. 


Nous vérifions aisément que seulement la solution (3 + 3), 3) 
satisfaira à la congruence (22); nous aurons 


jB + ô (3 + 2. j) = j(8 + 2.4) + 3(3 + 2j) = 4 (mad 1). 
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La substitution cherchée U aura donc la forme 
U — (1, 3-+- 27, 1, 3). 


La substitution U et la substitution V satisferont aux con- 
gruences suivantes 


(23) Uæi, V1=1, (UV) == 1 (mod 7). 


En s’appuyant sur les recherches de Dyck?) nous constatons 
que les substitutions U et V vérifiant les relations (23) conduisent 
à un groupe G,gg d'ordre 168; l'existence d'un tel groupe est donc 
démontrée. 


1) Gruppentlieoretische Studien. Mathem, Annalen, Bd. 20, p. 1, 


Sur les fonctions dérivées bornees. 
(Resume). 


Par 
Stefan Kempisty. 


Toute fonction dérivée est mesurable, étant de premiere classe 
de Baire. Par couséquent une fonction f(x) dérivée bornée dans 
l'intervalle (a, b) est toujours sommable dans cet intervalle. De plus 
l'intégrale de Lebesgue 


z 


Fix) = fas 


admet pour dérivée la fonction /(z) 

Or, en invertissant l’ordre de deux passages à la limite qui 
nous conduisent à F'(z) on arrive aux proprietés de l'ensemble des 
valeurs limites d'une fonction dérivée bornée. 

Soient 

ANZ ET 2 


des nombres divisent l'intervalle de variation de f(x). Désignons 
par mes (E) la mesure de la partie. commune de l'ensemble 
E, = E [hk &, f(x) < la] 


et de l'intervalle (25,25), lorsque 2, < x, au cas contraire nous po- 
serons 


mes (E) = — mes (Е). 


To e 


D’apres la definition de l'intégrale de Lebesgue, si 
Lu ES l, = г. 


on a 
7 2 
Ë E 
5-22 = fre )d (E) sla Zi < € 

ou | 

mod Je ` we (Ж) 

0< Fix) — Fix) Жү An 
X = 7 2 — Ta 


"es 


Quand chacun des ensembles /, possede une densité déier. 
minée en 2,1), soit d, (17), on obtient, en passant à la limite, la. 
relation 


O< Р) — У14(Е)<е 


í = () 


Or il existe des fonctions telles que l’ensemble 


Ка < f(x) < 8] 


peut être dépourvu de la densité définie. Mais, le nombre d'ensem- 

bles E, étant fini. nous pouvons toujours déterminer un passage à la 

limite qui conduit aux densités définies relativement à ce passage. 
Ainsi, en désignant ces densités par d,(£,), nous avons 


s fal => D 10, (E) <= 


1 = 0 


en tout point x, de (a,b), lorsque /(x) est une fonclion dérivée et 
la — LR €. 

Afin de déduire de ce théoreme général les propriétés des va- 
leurs limites d'une fonction dérivée, j'introduis la notion de la va- 
leur limite appraximative. Nous dirons que В est une valeur li- 
mite approximative de f(x) en un point x, lorsque la densité supé. 
rieure?) de l'ensemble E, définie par la condition 


f(x) — В < ғ, 


est positive еп x,, quelque soit ғ > 0. 


1) La densité de E, c'est la dérivée de la fonction meg(Ei. lu notion est dne 
а M. Lebesgue, Annales de ГКе. Norm. XXVII. p. 406. 


= 
* c à d. la dérivée sapérieure de Ja fonction w*&( E) en ту. 
EJ 
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L'influence de ces nombres sur la valeur de la somme 
21,6,(Е,) consiste en ce доп a 
1=0 

| 0, (№) = 0, 
quand l'intervalle 
LS Y <= Lu 
ue contient pas de valeurs limites approximatives. 

Comme l'ensemble de nombres В еп x, est borné et fermé, 
on en distingue la plus grande des limites approximatives (угу) 
et la plus petite /(z,). | 

Or je démontre que, /(х) étant dérivée bornée dans (a, b), on a 


I) < /(z) < Lisi 
Has) = /(2,) = Ша»), 


la fonction f(x) est approvimativement continue en Ae, d’après la 
définition de M. Denjo y, c’est à dire la densité de l’ensemble 


f(x) — f(x) < € 


est égale à un; quelque soit ғ positif !). 
En choisissant convenablement les nombres /,. pour /(x) appro- 


SI 


ximative on peut arriver à réduire la somme 5/,д, (E) à un seul 
4-20 


terme qui tend vers /(z,) quand ғ décroit infiniment. Alors /(г) 
est égale en x, à la dérivée de «on intégrale. On obtient ainsi un 
théorème de М. Denjoy?). 

Ensuite je démontre que, f(x) étant une fonction dérivée bor 
née dans (a, bt, l'égalité 

fle) = Lie 

implique que f(x) est la seule valeur limite principale en x ou, ce 
qui revient au même, /(r) est approximativemet continue. 

Or cette égalité a lieu quand f(x) est approximativement semi- 
continue supérieurement, puisque alors 


Жа) > Lia 


Ainsi une fonction dérivée bornée ne peut pas être approxi- 
mativement semicontinue sans étre approximativement continue. 


i) А. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommubles, Bull. de la Soc. 


Math de Frunce 1915, р. 165. 
*) loc. cit. p. 172. 
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Eu particulier. pour qu'une fonction semicontinue bornée soit 
dérivée, il faut et il suffit qu’elle soit upproximativement continue. 

Les théorèmes généraux énoncés plus haut sur les fonctions déri- 
vées subsistent pour les nombres dérivés. Pour généraliser les theore- 
mes sur les fonctions approximativement continues il suffit de rem- 
plucer dans la définition de cette classe de fonctions le terme ,den- 
sité“ par „densité supérieure“. 

On arrive alors à la notion de la continuité „quasi-approxi- 
mative“. Cette dernière peut être considérée comme une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une fonction semicontinue supérieure- 
ment soit une fonction dérivée supérieure d'une fonction continue. 

Comme, d'après M. Young), une fonction dérivée supérieure 
d'une fonction continue est semicontinue supérieurement en chaque 
point d'un ensemble £ partout dense sur tout ensemble parfait, ou 
voit que cette dérivée est quasi-approximativement continue dans les 
points de Е, dès qu'elle est bornée. Il en est de même de toute 
fonction dérivée de Dini. 


1) W. N. Young. A new method in the theory of integration, Proc. Lond. 
Math. Soe, 1911. 


Wilno. décembre 1922. 


The Theory of Constructive Types. 
(Principles of Logic and Mathematics). 
Part Il. 
Cardinal Arithmetic. 
By 
Leon Chwistek. 


V. Complements of Part I. 
A. Extension and Intension. 


The'Theory of Types, as explained in Part I, may be called 
the Pure Theory of Types, as it is based on the most general 
idea of logical types, and as it does not assume any other pro- 
positions, than the axioms of the Logical Calculus. This method ena- 
bles us to get a system of Mathematics which appears to be a part 
of Logic, and as such may be called Pan-Mathematics. This system 
is more general than Classical Mathematics, as it does not enable us 
to prove that there is a class of inductive numbers other than the 
null-class, which does not contain the greatest element Nevertheless, 
if we assume the axicm of infinity as a hypothesis, we get a spec- 
ial system, which is as a matter of fact the same thing as what 
із called Classical Mathematies,.— Cantor's theory appears then as a 
hypothetical system that we can get, if we assume the existence of alephs. 
Conformably to the hypotheses which we assume, we can get many 
special systems of Mathematics. As the Pure Theory of Types does 
not assume any cxistence-axiom aud does not lead to Richard's 
paradox, it is a natural base for rational Semeioties, a science whose 
importance can scarcely be denied. Note that the simplified theory 
of types, as expounded on p. 12 of Part I, may be used in Mathe- 
matice without any risk of getting a contradiction. To avoid such 
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paradoxes as Richard's or Kónig's. it is quite sufficient to assume 
a directiou excluding from the scope ‘of the system any function 
which is not constructed with the symbols of the system itself. An 
analogous method is used by mathematicians dealing with the sys- 
tem of axioms of Zermelo’). Such a method, though very conve- 
venient, is nevertheless inconsistent with certain fundamental pro- 
blems of Logie and Semeiotics. Moreover the simplified theory of 
types implies the existence of functions which cannot be built up, 
unless we assume that all functions are extensional functions (the 
Axiom of Extension). 

Now, a purely formal system of Logic ought never to imply 
the existence of such functions; otherwise it might be asked why 
the axiom of infinily, or other existence-axioms are not to be assu- 
med as primitive propositions. 

The practical elimination of the Leibnizian idea of identity 
is an essential simplification of Logic, this idea being of no use 
in Mathematics, as we have no means to prove with it the identity 
of objects given by two different expressions. 

Now. here is a most interesting metaphysical problem: Can 
an object be denoted hy two different expressions ? 

This problem cannot be discussed in a system of formal Lo. 
gic, as such a system does not contain the primitive idea „expres- 
sion“. On the other hund it is easy to see that such a problem can- 
not be solved at all, as we ulways get two contradictory solutions. 

If you suppose that two different expressions denote two dif 
ferent objects, you cannot prove that two equivalent classes are iden- 
tical. To prove that any equivalent classes are identical, we ought 
to suppose that there ure objects denoted by two different expres- 
sions. The first hypothesis may form the base of a Nominali 
stic system of Metaphysics (Ontology), the other of a Realistic 
system. The Realistic Hypothesis, i. e the axiom of extension 
would be formulated as follows: 


(©). œ (c) Blech. D. f (œ) = f (B): 
This axiom seems to have had great success in recent years. I ne- 


ver should care to discuss its truth. I am convinced we never get 
a contradiction from using this axiom, but I am also convinced 


!) Cf. Fraenkel: Der Begriff -detinite und dic Unabhängigkeit des Auswahl- 
axioms. Sitzungsberichte der preußischen Akademie dee Wissenschaften, Berlin 11122. 
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that its negation is consistent with the primitive propositions of 
the Logical Calculus and with the directions of the Pure Theory 
of Types. 

Moreover, there are other general hypotheses which imply 
the negation of the axiom of extension, yet are at the same time 
very fruitful. 

To see this, let us assume the following definition of the a- 
order Leibnizian identity, the definition of complete Leibnizian ideri- 
tity being in the Pure Theory of Types impossible. 

We have: 
£u, 


13:001 (x == у), = (и): ufat= ufy}:T a |. 


With this definition we build up the theory of the a-order Leibnizian 
identity, just as in Principia. E. g. we have the following propo- 
sitions: 
Bt s T бө s asa 
13:13 |=.: EE k: В, а}. ) 8(y). 
1319 F (z x | 
13:16 |. (z = y) =(y = E 
1817 |-:(x = ya. (y = 2), D (z = г),. 
For the а); -order Leibnizian identity of classes we have the 


following definition: 
13:001 | (a = 8) = (k): (a1 k(8) ` c (k, W 
L 4” 


We have uow the following propositions: 


2014 |-.(a = B) D. < = gd: 
Dem. |= 12:312 .:0211). 7) 
| Со, о. оао ору {оК |} (D 
H.().(180011) DE Hp D 
.o[.vizY: СТА САТА, ov (vj: |а) = 
v [46 {2}: "(5/67 СӘН {8}. 
[(0:16)] D :a{ah: Фуа} V— Oy {a}: = 
Be: wr BIV > wv, В}: 
D'uiz} = B{ x}. 


JH Prop 
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We see that the w/,-order Leibnizian identity of two classes im- 
plies their identity (equivalence). 
Т shall use the following abbreviations: 


13-0012 Œ = uz|.:u = Viu{x\:C{u, V).] 
af 
1300121 W—R|.0"{R}.C{R, W) | 
4 
13-0013 (В = P) = (z): z! RY) r P). с/т, W). 
Be 


L 
The definition of the Axiom of Intension, i. e. Intax, is as ` 


follows: 
13-002 Intax =. (т. HEH fy iar. = = z|. B'ix}ly Lei .]) 
26-9. 
We have now the proposition: 
134 +. Intax D (Hu, v).: > (u = vin = v:c(u, VY: Cho, V). 


Dem. [13002 = | . 10:24 
B» 
Thus it is obvious that the Intax is uot consistent with the Axiom 
of Extension. Now, it is possible to prove, as we shall see below, 
that Intax implies Infinax (i. e. the Axiom of Infinity) 1). 

On the contrary there seems to be no real simplification of 
Arithmetic, if we assume the axiom of extension — The problem 
of the Leibnizian identity of two equivalent classes or relations can 
be eliminated by simply dealing with extensional classes or relations, 
as we have seen in Part I. The axiom of extension would be need- 
ed only in the simplified theorv of types, to avoid the proof of 
the existence of classes, which ean never be explicitly given. This 
proof is as follows: 

In the simplified theory of types we have the complete Leib- 
nizian identity. which is to be defined as follows: 


(w =y) = (w) 9 (z) D V {y}. 


Now let us assume the following definition, using с, 8 as variable 
class-letters : 


G == az[(37).( (088) F(B2})=0).-f{a x) 


) The | possibility of such a proof was suggested to me by Mr Grenieweski, 
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We have the following proposition: 
(A) (A7).(2[ UA) 746, 23] = 2((AB)G (B. 2) |). LL) G (2) с}. 
(426 (B, 2) 2), i. e. 
(7) ГСВ) f (8, 2] = 2 (HB) G 18, =) D Z (4101 B) G (B, г}, 2). 


This proposition being true for every /, it is true бог (7. 
Therefore we have: 


(GE B) G (8, 2)| = z [4 8) G (82) G (103 B) G (B, 2) т}. 
Here, the hypothesis being true by 13:15, we have: 


To see this, suppose we have: ~G (z 


G {г |( B) G (B. 2)j, x), те. the proposition (A). 
Now, it is obvious that the function /, whose existence is proved 
by (4), cannot be equivalent to G. Therefore we never shall have 
such a function. unless we assume the axiom of extension. As a sys- 
tem containing such an axiom in no longer one of pure logic, we 
see that there is no system of pure logic to be based on the sim- 
phfied theory of types. 

I do not know whether an adequate definition of the hypo- 
thesis of Nominalism is to be found in a system of Ontology using 
no other primitive ideas than purely logical ones. At any rate the 
Intax is a part of the hypothesis of Nominalism. Another consti- 
tuent of this hypothesis would be the following axiom, which, as 
is at once to be seen, is inconsistent with Proposition (A: 


GA) f (v. 2} = WD) 6, ,z)|) D 
(na 0н m| = uw (Gv (и, al) 


This axiom enables us to prove that the class of functions of the 
type W is similar to the class of classes x (Ev) /, to, т}, where 
ux |f, {u,x}] is а function of the type HW. The proof ot this pro- 
position is a trivial application of our axiom. We should then have 
in апу type the same cardinal numbers in spite of Cantor's theory. 
Nevertheless the axiom in question seems unfruitful, if used in a 
system of Mathematics. Го obtain a satisfactory one, we ought to 
suppose that any type is similar to a class of inductive numbers. 
We shall call this hypothesis the Axiom of Nominulism!) Note 


1) Cf. Zasady czystej teorji typów. Przegląd fil. 1922 p. 28. 
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that this hypothesis, not less inconsistent with Cantor's theory 
than with the simplified Theory of Types, is nevertheless very na- 
tural and quite simple. It conforms to Poincaré’s postulate, stating 
that there are по other mathematical objects than those we can 
build up into a given system. It is interesting to note that with 
the Axiom of Nominalism, we can prove the axiom of Zermelo 1), 
and we have nevertheless to do with a continuum conceived as an 
ambiguous symbol (Cf. Part I, p. 19). 

The researches concerning this subject seem to be very im- 
portant, many interesting theorems of modern Mathematical Analy- 
sis being based ош Zermelo’s axiom. Note that with the axiom of 
Nominalism we prove, e. g. that a limit point of a class of points 
is a limit point of a progression of points, contained in the given 
class. As the Intax enables us to prove the Axiom of Infinity, it is 
obvious that a system based on the Axiom of Nominalism and on 
Intax should embody modern Mathematical Analysis. 


B. Types. 


It is to be remarked that the use of primitive letters is very 
limited. As a matter of fact, they are only used to build up the 
expression с {x,y} Now, there is another method of obtaining an 
equivalent expression. Let us expunge the primitive letters from 
our system and assume the following definitions: 


12001 - (г)= {x = a {x}. 
PT 
12-009 Gaye. Ga 


It is obvious that the symbol С, (x. y) denotes the proposition 
„2 is of the same type as у“ as much as the symbol C{r,y, The 
elimination of primitive letters would be an essential simplification 
ot the Pure Theory of Types. If we omit the primitive letters, we 
cun have a very simple direction for the construction of functions 
of the same type, i. e: 

D Two functional expressions, containing no primitive letters, 
denote functions of the same type, 

1° if they denote at the same time functions with I variable 
(or with II, or with III, or with IV), their corresponding variables 


1) Cf. Trzy odczyty odnoszące się do pojęcia istnienia. Przegląd fil. 1917. 
7 


Rocznik Polskiego Том. matematycznego. 
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being determined by the same functional expressions, or being in- 
dividual letters; and 

2° if they contain the same elementary letters, and the same 
undetermined variables occurring in both as constituents of the same 
functional or propositional expression. 

With this direction we can write significantly C, (E. (z), with- 
out using the directions 0°2, by simply looking on the letters oc- 
curring in the: expressions Е, G. 

In consequence of our direction, an intuitive use of the pure 
Theory of Types appears to be possible. Nevertheless I still keep to 
directions 0:2, as being more convenient in symbolic practice. 

Note that by the direction /), we have: 


C, {и |. C, (u, a) | (o) ©, fo, a}.], u [EL (m, аҚ), 


a formula impossible to attain by the directions 0:2. We see at 
once that this difference is not essential. The first method is most 
in harmony with practice; the second with the primitive idea of a 
logical type. In Principia we have an analogous difference between 
first-order matrices and first-order functions. 

The pure Theory of Types does not enable us to prove the 
existeuce of functions of a given property, without having an in- 
stance of such a function. Nevertheless, it enables us to prove the 
existence of individuals, without having any instance of them. Now, 
Prof. Wilkosz has remarked that a purely formal system of Logic 
ought not to be of any use in proving the existence of objects 
which are not explicitly given in the system. To have such a sys- 
tem, it is sufficient to deal with individuals in conformity with 
the method we have applied to classes. We begin with introducing 
the letters /, m, u, which shall be called individual constants. 
We suppose that these letters denote individuals; and we agree 
that these letters can never be used as noted or apparent variables. 
As there are ınetaphysical reasons to admit the existence of indi 
viduals of different types, we shall never use such expressions as 
Са {lm}; or similarly as r |/{х\| or (x) f in. To have noted or 
apparent variables, we shall be obliged to begin with such expres- 
sion as ./ {x}. C, (x, m) 1), where the real variable x is determined 


1) Mr Bkur2eüski, has remarked that we get u serious simplification of the 
system. if we use fim (x) ав a fundumental idea. | sec that this method would bo 
most conformuble to the real meaning of the idea of а propositional function. 
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by the constant m. Then the fundamental Principles of the Calcu- 
culus of Functions will be: 

I. The Principle of Deduction: 

1001 Pr {т} DS. ty}. 
II. The Principle of Disjunction: 
1002 . (2) p V fa lë). D -P V it т: 
With these Principles we can prove that there is an individual of 
the same type as m, we having the proposition: 
(Ч z) ©, (z, m) 
‘but we cannot prove that there is an individual. 

Such a ınodification of the Pure Theory of Types will be 
made in the complete system of Logic und Mathematics which I 
intend to publish later. 

The theory of functions of the same type, as expounded in 
Part I, is far from being complete. To have a full theory of fun- 
ctions of the same type, occurring in a system, it would be neces- 
sary to write a very big book, — as a matter of fact a common- 
place one. It is therefore more reasonable to prove no other рго- 
positions than those which are to be used immediately. In this pa- 
per we shall use the following propositions, which do not occur 
in Part Г: 

1231 BC (z уо И у "ii V 9 (0) 
[12:24921 .(0'34)] 
123121 F E (x lala ty} be y T. fiz) D I y 
(Constr. as in 12'312] 
123122 Etz y [f {2} |9 e 9[./ {=} QI 
Constr. [> 1222 . 3:01. `) 

(z y [fizi 0 (и) а) V yty) ` 
[0-43-44 1415] DR < (x y [. Pig т y 9 Vo (43.4) 
[12:3121 . 1:01] D F Prop. 

124 Jl Cirl(y)-p Ss lp. (у) Ау, жу.) 
10529. 123129 
1241 Не (x [у). ро f dy. 2}. xb p D (a) 
10:97 .12:3121.] 
1242 þe E (x [(9).7 (9, 0n p LS (4. х}|р]} 102724) 
12421 F < le) fa dr. т |p] x (. (20) fa {mx} |р], 102724; 
Ж 
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1243 fe C {x [(y).f ly, 2} Op] zl.(y)7 (4.2) Do) 
[12-42-8191] 
125 F € (2 (x,y) f 42, у, 23], zle) f Iz, и", 2))) 
Constr. Je. 12°1.0:441.D F C fe [ ffx, y, 23), 2 [S lx, z, zy) 
[0 254] DI € tz Ic» и, г\], 2 [(y) / (z, у, M) 
[0252] I € tz (x) / 4a, у, г}, eC) / (ay, г (0) rie, и, ДЫ) 0) 
||. 121.0:252-412. 0K €(2 [7 (z, 4,2}, z LA (ay, zy| {x' nal 
[0252] D | € (x [( у) f (6 у, 2. 2 (еу) fie у, г} | (r. y, 2y.]) (2) 
E.0.(3).»[- Prop. 
1251 RC (y (rs м). Qus x, yy] y ns m) fa (u, z, y)]) 
Constr. À 12:1.0:2427:261:26:4 D 
F € (y (т, u) f. (8, 2. yyy Ke 0). fa (u. œ". Y | fa CES) 
[12:421.0 26 261.1) 
H € wie u) f, (1. x. у) и Gr) G0 fa tw y" ACEA) 
[027] De C (y [Gr м) f. y m n] у | (Se 08 xS y'} | (т) fa {®, 2, у). |} 
[12-421 . 0:26 261.] > 
ACTA Qu... уу) Y) fy buy a у') | (0) feo г, у} ]} 
[027] Ip € ty [Gr u) fa tr m, yy y Mns x) fans oy’) | fa fo, x, у}. ]} 
[0:252] >| Prop. 


We shall use the followiug abbreviations: 
1290 In oc ka у == Ta yet: 
© 
12:012 - Ger, we 2) =, Cat, 2; MY SZ WIE leer. 
Note that, if we take fa {v! for u | f, Lei (0), this is by no 
means effected by the simple application of 0:16 риё we first take 
by 1201-02 


"|. fu}. ($): fu) D uk. D реа: for u | fa {н} 
and then we apply the direction 0:16 to this function. 


. Automatical construction of assertions. 


It is to be remarked that the number of definitions needed 
in practice is very great. In this paper we shall not give all defi- 
nitions explicitly in cases from which any ambiguity is excluded. 
We shall also use some simplifications in our construction of ex- 
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pressions which are by no means an essential modification of our 
directions, and may without any difficulty be omitted in a complete 
system. E. g. we shall omit one external dot on both sides of our 
assertions; likewise the brackets in defined symbols, in cases exclu- 
ding any ambiguity; we shall also omit the letter a in defined sym- 
bols, by a proceeding to be explained later. 


VI. Prolegomena to Cardinal Arithmetic. 


This chapter contains certain definitions and propositions to 
be explicitly used in Cardinal Arithmetic. In spite of the general 
method expounded in Part I., we shall have to deal with definitions 
built up for special types. 


a. Complements of the Theory of Deduction: 
3°02 ВЕТЕР". 
3:021 pq. T. 8 mm tp. qu ris. 
DN A реет p sq > st. 
3:44 In Pe 0 DIGI ap: 
3 41 Ер EE en * 0. qu boa rs: 
4:1 l-.p_)q.==.~q_)~p.|to be called: Transp| 
55 PrD:pDg=g- 
575  |=:r )-qg:.pæ.g\/r:.):p.-y.ær. 
1028 Ex) fix) Dg a. (day |} ) (A x)g {x}. 
1034 Pir.si Dp.=.(Ax)gix) D p. 


b. Classes and Relations. 
We shall use the following abbreviations: 


2004 extens, (x) = (м. v): u= 9. ).X (uj = x [v]: 


20:041 extens (х) == extens, (x) 


21:04 extens, (М) = (u, v, w, t): PED D. (u, w) == Rv. TE 
а! M, а n. w 

21041 extens (/?) = extens, (А) 
4/ 


The difference between the use of extens, (x) and extens (x), (or 
extens, (/?) and extens(R)), is that the first symbol cau be automa- 


102 


tically applied to higher types, so as to have е. g. extens, (x) 


for (РО): P= ID oe "i Р) = х ZONE 


Pap Pai 


The second symbol i. e. extens (x) stands simply for extens, (x). 
Such simplified symbols as extens (x) will be used below without 
being expressly defined, in conformity with the remark on p. 14. 


I pass now to the following list of definitions, which are built 


up for special types to be used in Cardinal Arithmetic. 
Definitions: 


20:042 we, x ak iu) extens, (z). C (u.a). 
200421 uve, 4 =.uE,X.VE,X. 

20-0422 u,v, we, Y = .NE,X DI EX. 

20:043  extens, e w) 27! extens, (x). extens, (w). 
2206 Со ==). жа DONO 
22-061 .x ГА w. = Ki.) = 7% 

22 062 po =e deo. 

22-0 iw G FÀ, co) = u[ ue ve, œw.) 

22-071 (x. w) )= Hl HE x V нЕ, о.) 

22012 (x— w) = (x Ma Фау) 

2208 (— w) = [^ ue, ©] 

DOS v. ED v= = и] 

2209 K= = (x NU 

21:042 "mi Dd R {u,v}.extens, (B). Сін, v, a). 
21.06 P Co. == (м, v). Puy tte 9) D 0002). 
21061 .P— Po D He 

21:062 P+ Q.—. Karten. 

21-07 PA. 9) = wv [Р]. о. [91,0] 

21 071 (PU.9) = uv|. Р), v Vv |Q]. о.) 


21:072 
21°08 
21:081 
21-09 


31:013 
31014 
31:015 


21-091 
21:092 


24:04 
25°04 
25-041 
25:042 
33°05 
33 051 
33-052 
33°06 
35 061 
33:062 
31 001 


31-0011 


31:002 


31:0021 


87:01 
30011 
37012 


(P— OR equi Фа) 
(— P) = uv[~ uP), о] 


J 


extens; (В) = (u, v) (P, Q):.u = 
dr a 


Cnv, R => Си” loi) 
d! 
RES a t 
Cuvi SÉ? Ри Er? 4) ін, Жу 
Спи, В = u Pl Ry AP. u}| 
dr 


u [R]; Q=. R lu, ©}. extensz (R). € 
QR] u ==. R{ Quy. E GAA. Red: 240,4), 


Чех = (R ge. x 
A, R= (Au, v) u |А], о 
014 R = (Qm) (U Pak) P 


A? R (Я) (A P) [ки 
aj 


D, R =u [( о) u | R], | 
DAR Za (AP) «[#)4 P] 
Пеш — 74 Au) PR]; u] 
q. li - [Com 
а: p = P[(ólv) v | R]4 P| 
Ti = «(ОР P [R]; u] 


9 Ww GŁ 
d/ 


ГА "EXE 
F= 0 
d/ 
1704 
JT => 
а! 
7 rm 
JL =F 


T x = u((Hv).u[R],v.v&, x | 
[Вл = w[( HP). ulki P. Pen] 
Po c= = P((du) РЕ. NE, 2 .] 


A —uv[(Wx).u. ve, x Ela, КУ.) 
d 
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40-01 ро = и (х). ек0 7) ISCR 
5001 I У EEN 

Pre b 
2423 fe (xD. Aw) = A 
2424 |= extens(x) D .(xU, A) = x. 
2242 f= x e x i 
2243 [= (x r. w) a x 
22:44 |-: x Co: oC е: D) .x Co. 
22:621 |= extens (х,о) D: Um o. == . (x (^, œ 
2268 | (ENU GC.) = (xr), (о) 
2281 |= extens (x, w) D : x Cw.=.- eC — x: 
2287 |= exteus(x,o) ). F x (^,— éis — - (x U, 0). 
25:4 ‚ extens, ( P) . extens, (Q). D: (PM. 7) = nz 

= (PU, 9 -Pj= g: 

312 l= . extens (х, о): См: ә). [k] D [0], œ. 
3751 |- exteus(x) Dix N R.=.x CIO nv, K“) [№], x 
4012 |= ae,o ).po Ca. | 
51:36 | extens(x) ).— ue х= и a — ки: 


C. Theory of Relations. 


Relative products of two relations. 


34:01 


34011 


34012 


34:013 


34:014 


34:015 


(R| 5) = ное). «| R], vo eS], | 
(#15) = ur] 5) 

(F| 5) =v (ЧР). «рр. Ро 
(R| 8) E u Pw). vil w ДЕР.) 
(R | S= Pon. Pike. wS] Q 1 


(R| S) =u PAQ). «[RJ4 Q . OISL P 
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34-016 (GE = Pu [(A w). PIR. % [6 |, e.) 
34-017 (R| 8) = = Ри |( 0) .P[R], Ô. Q| SE и.) 
34-04 ari si) = (is | T) 
34041 (K| S] 1) = Gi SIT) 


Analogous abbreviations will be used for relative products of 
relations of any type. 


3421 | (R|SIN=(R|(S]| T) 
Analogous propositions for other types are here tacitly ussumed. 


Limited domains and converse domains. 

3501 (x11 = на]. ue, n. u[R],o.] 

35:011 GEERT 

35:012 (л 1 n= Paul. Pe, m. PLI]; u.] 

35-02 (RP x) = wo|.u[k],v.06.%.] 

35-021 (R| x) = Ри. PUR unen. 

35022 (Rh m) = à РР. Pe, m | 

35412 |- (о) = (Ut Fx) UU. UE 0) 

35481 |- extens (x, ai : x C 9. D (RT x) C(R] в): 

3565  :xCq.hR:extens(x). >. D, (x | В) = x. 
Ordinal couples: 

55:01 (ufo) = wil: w= и: t =v] 

5508. (uj) Ра: Pat PH :C{u,a}.C{P,4}. 

5504 (qw = Pol: P= (z Ju): Cf, a}. €(P, АУД 


552 l= A» у= (w | v') .=:u = w:. v = v':. 
А Fs 
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One-many, many-one and one-one relations. 
7101 = Re1— Оі — щаю: Вю. В.Ю. u= v: extens, (At). 
7) dy аза 
71011 Hel — Cls =. (u,v) (P) :u [K4 P. v| RiP. O .u=v: 


extens (А). 
17012 Rel— Св =. (P. Q)(u): Pikin. O pu. D.P=Q: 
A,“ а/ а 
extens; (Cuv; R). 


7202  keCls>1=(uvu).v|lt|,u. w|R|,v. D .u==v:extens, (R). 
71°03 hel) д, Re Cls. Re Сіз->1. n 

[ omit Ko EM of Reto, fe Cls— 1, A b 
Reit, which are to be got by the same ТР 
71: 19 [= ke1 > Cls =. (R | Cav, B) )-- Gf D, В). 


11:19 |= Rel>1=:( (k| Спо, R) = (IPD, R):.(Cnv, R[R=UTG. R): 
1134 F Pei Сіз. Sela Cls: (r RQuf PY nm ) 

(RU, S)e1— Cls 
1125 [= els. Sel Cls. D (R| 5)е1— Сіз | 
11252 Б Ret 33. SE 1—1. D (AIS) el—1 
11:26 |= Rel Cls D > (Rh x x) € 1 — Cls 
1:36 [= RA 005) SET А de Fco: 
12184 [= ND AE TE RE 
12503 |= Re 1 21 2, Са: К: — (Cav В" [Ао = 2 


D. Similarity of Classes. 


We shall use the following classes and relations to determine 
the types: 


13002 B=PQ[P, de, D: (a |)] 
13003 C — uv [u.v e, qr (a |)] 
dr A 


Our propositions, 1281—1251 and 12:1, imply the following 
propositions concerning the types: 
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13004 | £C, (Си (a pi) (21) 


13-005 |= € В. (((a J) pio] Cnv‘ (a E 
73006 |= €{ D.C. Спи (а NT D,B} 
73-007 |= €{D,B.{(a yy О.С} 
13°01 p Oy ZEE n е. D; haqa =(I „R: 
13-011 x- (R) WC | wile N 
Note that, if x or œ is not extensional, we have ~ x — (R), = w. 
The proposition „xsmw* is defined as follows: 
13:02 x sm o = (AR).x-(R )- e. {FC}. 
For Bee of relations of the type 4. we have the definition: 
1303 9s x= (IF). 9 < (R), > a.€! By. 
This ДЕН, is to be used only in a small number of pro- 
positions. The full theory of similarity will be given for x sm w. — 
By the method of Principia we get the following propositions: 
1311 BI, D.CYD.xsmw=(AR) .Е1—1:х Ç D.R:. o —|Cnv “ж. 
ее: er су; 
1312 cio, D,C) ).xsmozs (a B.E Rel1:oCd, R: x= В“: 
a. [D.C] 0). Ti B, Cy: 
13:2 Е Ев1-1.06( 5,6). ).D,ksmd,R.T.„Rsm D.R. 
1321 |. Еғ1—1 I G D,R:extens(w). D o (04 R))->[ Cno В"), о 
13:22 |=. ВЕ 11:0 di C „R:extens(v). ) [Е], о + (RÌ Q)) +Œ 
133 fr extens (2,6), x} 7). xm x. x < UE x) — x. 
1332 Je .C{x, w.x, D CY. x sm w. œ sm x’. ele x 
1337 f= . с. х,о. х, О.С}. хзти’. ).wsmx= wœ sm x'. 
15611 [G м) хет (ах 
13°69 = . x< (R) +o k ues (x^): (x (^y, x) = Л (e (^, х’) = Ni 
D i Ua жи) (RU. ИТ») + (@ Ua x) 
‚ exstens[ D, C,, Hai. xm ө: (x (^, x") = N 5,7 САР )9 N ca)? 
D (x UJ, x") sm GI ж) 


737 | 
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1871 |“ .xsm e. smo (Ma = Ле. (OFT), 8) = Au: 
(x), x’) kx (w U., w’) 
73:72 |. extens (x, w). (x UU ru) sm (w \Ü é „ v): (x (6, 16) = Дол 
‚ (© ГЕ. v) Km, GE X $n о) 
7573 |= . extens(x,w).[a DL хет" v .|(a i) 12 w b» R. )xsmo. 
Dem. |= 72184.1252.13:004. ) 
|- Нр2:(а/%ж-(Ю),-9(аф”Ша- (8), +9. C(4,8,B).D 


A 
х= (((Cnvi ІЗДІ SI, a +) +0. CL Cres )] [GS] (a 0), C 
[10:28] > [= Prop 
13:31 |= .osma .|(a,) |i xsm' V.  [(a,) o sm' 9 
Dem. fe .72184.11252._) 
|- CO CLS. М.о (R), >x.|(a,)'|4x+ (S) >Y. 
A A 
2.94) o+ (das) | №) | Onvi(a4))) + [(а+ у“ x 
[(a,) x (S), 9. 
7 . 4 
[71252] D (о) о ((((ay) | №) | Стуса) | S)) + 
[1028] D |F Prop. | 
3101 Caves Q Р Q= Ci, P. €1 Q. Р.А}. 
7241 | Cnvel +) 
4 
13:4 |- [Crow L ун. [Сино J b+ ((СноГ 9), + $. [12:11] 
13:71 [|= .Әзмл.Ә Sm л: NY) = Ava. NE) = Au.) 
4 A 
(U, 9^ sm' (a,m) 

I now pass to the Schrider-Berustein theorem and its lem- 
mas, assuming the following definitions: 

13:19 ie) = ОЕ К: Iw — d, R) Co: [Cnv, 10"), oC 0: 
PS (о) ”), 
73-191 lo =x]. l(x).extens|X,,]{x}.] 

Note that l(w) is ambiguous as to the order of w, therefore 
I(y‘l,) is a proposition, the expression /,{)‘/,} being meaningless. 
We now have the following proposition to be got by the method 
of Principia: 
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1381 F . Rel Ch T.R C "60" C D, R:extens(o"). 
(Ax): x = DR: Eis, Ky. D) Ly lo) 

The hypothesis / e 1 + Cls is here irrelevant, but it is neces- 
sary in the following lemmas. It is no serious limitation of our 
theory, as we have to apply our lemmas to one-one relations. Fol- 
lowing Principia, I write „Hp 73:81“ for „the hypothesis of 73:81“. 

We have: 

73811 |= Hp 73°81) .[Cnv, KL p lo C (p'lo — (о CR Ju. 

13812 |= .Hp 13:81. ~ ue, Hai => (T y [Cho к“, pO) Ja”) 
(x). [Спо EL (x =н) Ct х1 н): хе, ly. 

Dem. |= 22.81 )|- Hp) ~ ue, [Cm h ].p l, 

[. Hp. 71:36.] D (Аи) e ply 

[(40:01)] D (x) xe; 1: [Спо], х C — кц: (1) 

l- -(1).(73:791).D [= Hp D (Hx): [Спок] x C ( ен): е, lo: 


[312] D |- Prop 
13:82 |= Hp 73-6127): (pl L u) = р l Z ree. p lo. 


Dem. |= 22°87 5136. eis (0° — d. nC X u.(1} 
[1381] D |= .Hp.xe,l. D .(w" а) € (e им). 

[73-812 .(73:79)] D |= Hp D (Hx) 17 = Ze MINE X, Kr 
[4012] D .p' C (pi Са), | 


[51:36 . 22:43] D Б. Prop. 
73821 |= . Hp 7381. ие, (ply —-(w” — (I ,h)) . D 


ue, Спо, №"), р, [13:82] 
78:83 [= Hp 7381 ).(р%, ERA — (1,1) = [Cnv, E], p" lo: 


= ((w" - de dfe B) UJ, [Cnv, BR}, p lo): 


[73821 . 811-81 x 
1384  |- Hp 73812 . o” — (ph (а.К Спо, Е", v 4) [13:83] 


138401 |= 20,6). Clo", DC). D 
CL p b 1R) U. (If (D.R = | Cnv, R°], ° 1))), С^ 
(0252). 12-3121 -3122-4-5]. 
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13:841 |- . Hp 1381. Cio”, DC\.C£{R,C\.Rel +1 
— w” smD, К.о" sm, df. 
(13:8: 21: 83: 84] 
1986 J- : O.R C D,S:. G,S C D.R . extens (it). extens (S). D 
: JSC D(KIS):. D(KIS) = DR: (T (RIS) CUS: 
18:87 |> .Rel +1.8e1 +1: 0,8 © DS:d,8 C DR: ЕК, s, Ch. 
DƏ. (Ux): DE == x: Ef, KY.) DR sm D.S 


[:3° 86: 841:2.(0: 252)] 
73:88 |- -xsmx'.wsmo':x C e. о C x: Сх, AS. Chu, œ, w, Dl). 
)*smo 


This is the Schróder-Dernstein theorem. Note that this theo- 
rem is true, when x, x’, w, œw are of the type K, but it is not 
proved for х, x’ о, о” being of the type D.C. 


УП. Cardinal numbers. 


The Theory of Cardinal numbers, as given іп Principia. is 
based on certain conventions enabling us to deal with numbers of 
ambiguous types. These conventions are far from being general 
directions of meaning. as they concern arithmetical operations. 
These conventions being required in proofs of propositions, can 
hardly be omitted, therefore it may be doubted whether we can 
build up Arithmetic without supplementary directions. Now the use 
of ascending cardinals seems to be scarcely possible without these. 
Moreover it would be quite useless in our system, as we can 
prove nothing concerning cardinal number of the Universum of 
a given type. There is this essential difference between the Pure 
Theory of Types and a simplified one, that the simplified Theory 
enables us to prove that the cardinal number of the classes of 
elasses contained in a given class is greater than the cardinal nuin- 
ber of this class'). With this theorem, we can prove that if o is 
a cardinal number other than the null-class, there is a cardinal 


t) Cf. Principia * 1021. 


111 


number (o + 1) other than the null-class. Therefore in the simpli- 
fied theory it is useful to deal with ascending cardinals; but, as 
I think, we ought at any rate to set aside the special conventions 
of Principia. In the Pure Theory of Types we have to do simply 
with homogeneous cardinals. This limitation enables us to get the 
theory of cardinals without any supplementary convention. 


A. Homogeneous Cardinals. 


Let us assume the following abbreviations: 
101-0001 Y = a... 


di 


1010002 €’ = Enc 


C w: extens [D.C] (x p: 


xJ 


103:001 Жей, (в) = (x'):. 
d 
> (Hx) x = x: Elei, К\:. extens| D,C „| 0). 
103:002  ked,(w) = (x’) (Р):: # Cw : extens [D.C] 420). Pel Сів: 
dr a 
A P = х CP. 03.) (10) 09— T: Cl О, A ! :. extens [DC] (0). 
103-003 Fed (w) =. ей, (о). Red,(w) . (AS) 6438. В). 
dy 
103:004 = Red (x, w) =. Ве4(х). Red(w). 

We see that Ked(w) is the hypothesis of reducibility of sub- 
classes of w. аз much as of une-many relations, whose converse 
domain is a sub-class of o We shall deal with reducible classes, 
i. e. classes which satisfy Red (о), using a method analogous to that 
which we have applied to the problem of extensiou. As we cannot 
prove that there are in the type D,C classes which are not iden- 
tical with „a or Г, — a, the existence of cardinals other than 0,1 
and 2 is not assured by any means in this type. As we can prove 
that the null- class, аз well as the classes containing elements 
identical with a unit element. or with one of twu given elements, 
are reducible classes our dealing with reducible classes is no serious 
limitation of the theory of homogeneous cardinals. 


| assume the following definitiou of the relation of similarity 
between reducible classes: 


103-004 smr=xo|. Red (x, о). x sm ol 


112 


This relation enables us to have the following definition of 
a homogeneous cardinal number of the class x having the type 


D.C 
10301 Nd z = @[ w smr z] 

We see that Wc x is the class of all reducible classes of the 
type D,C, which are similar to 4. 

We shall use the abbreviation: 
101:001 Q = D.C 
101-002 Ar == KE LS) 

The te 0, 1, 2 are defined as follows: 
10101 0— Ne A: 
10102 t= Né (d'ua UJ, A?) 

4! 

10103 2 = № ((f'ua U., í. — a) О.Л’) 
101 003 A" — (Ac 1) 


The class of cardinals other than A” being denoted by NC, 
we have the following definition: 
10302 NC = о): о = Мех: Wo. Cla, Nc Q!.] 
7 о 
We now have the following propositions concerning the use 
of Red w). 


101-1001 [= : z Co: extens|Q.,] (xj. Rediw):_) Red(x) 
Dem [= 22:44 5|- . Hp: C x: у) C о: Кей (o). 


[10 3351] DE Prop. 
101:1002 [= Red (x, о) D Red (ix VU, w)) 
Dem . ac 22°43°68°621 ӘР x C (xU, e) extens |44149.) 


A Ce (ео) Cor # m N.) Us 17,9): (1) 

l= 35431 MOCE z AUN w) POP AA języ. Pe I Cls: 
О iss Lae 
DPR A. wet Cls (PTE N.) EL Ct (PN Cy) Сх: 


(РМ, Zeen Cal, (2) 
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%1)) EY. F (2% y: 29 1 EN): Tix", о", Ky Gel E ora): 


(= (РГ Maw): A "^, А). 

m =(x"U. ОА), TOV CO OH "At: 
[1024] O (te) (ade): x' =e". P= = 0": € ix", KY. C(Q", AY. (3) 
l= (1) (2) (3). 10°34 De pie 
101: voe l= ked( N) 
101-1004 |= Аеа (Ги). A) 
101-1005 |= Red(x)_) Hed ((x lan [101 1002-1004] 
101-1006 |= Леа (н, au) Ua A^» [101 1004-1005] 

With these lemmas we prove now without any difficulty the 
following propositions, by the method of Principia. 


e 


103-11 [= zeNcozzsm wine Ni w= we Nex. 
103:12 l= Тех Хе Мес x 

10313 l- ANC z= SCH 

10314 l= Nez D Ne en W.= Z shr Q. 

101:11 |; Ge, NC 1101-1003) 

10121 l= le NC [101:1004] 

101:31 l= 25 NC [1021005] 

101-14 {= 0 = x= /\.. ((101 01). 103-11] 


Here €, is no special sign; we simply use the class 1 to de- 
note the types. according to the definition 20-042. 


101:22 je 1+ 0 
101:33 H z wë 1: (a Г): о) = Ли: (x, о) ғ 2 
101-34 1.222440, 2 3 | 


1032 |- oe, ХС (У): о Мех: Wa. 
© 
103727 j- . Ча: п Мех: =.0& NO. хғ'о. 
Q 


B. Greater and less. 


Our dealing with homogenous cardinals enables us to have 
the following simple definition of „greater or equal“. 


_„ N. 1 QUA = w — БЫ -- 
11100 022 1.—.0,T€6, NC. (Ях. о). хғос.оғт:о C жі. 
а; а 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 8 


114 


We then have: 9 
117:06 NL ARM > 7 
W 
11701 "Uis T=" ee foe 
dr 0 
11704 ‚ Оо SST ; 


dj 
117-23 le :02>1:1>0.).1—0. [1031426 7388] 
This important proposition is got by means of the Schröder- 
Bernstein theorem. Note that our definition of АС enables us to 
use this theorem, as we are dealing with no other classes but redu- 


cible and toni ones. 
117-1031 |= : a=t:0,18, NC. ).о2>т. [(117-05). 22°42] 
Q 


117104 fe . oz2 2.25.0 v. A - o=: 0.18, NC: (11701).5 15.) 


117281 |- .бв>>т.зш:0221:--.: 220: 11171031 23] 
1174 l- o or: ret ys ie Тат [73:23] 
11742 [= — u>u. 
117-45 || тэт bet т: ):0>т 
Dem |= 1174 0 |= Hp о, орт. 
[1177104] Jo в s/t dins: Ute NO: (1) 
Q 


LM |- DR IAT RICAMI CA ESTASI o ua 
[117.2 | ):6su€ę ie 


12 


(Transp. (1). | B F Prop. 
11746 F o> r: VIT: _).0>t. Proof as in 11146] 
11747 l= :.o>rir >t: ).в0>7. [11745 (11701)] 
117:5 F oe, NC0).02>0. 
117-501 |- oe, ХС-з.о2>0, 
117511 F ae, (NC — (,0)=5.60>0. [117501.(12701)] 
117581 { oe, (МС — 1, 0)=.0>1. [117580133 10122 | 

1 


11754 F .1>0.=:.0=0.\/ cas ts [117 531-501-104. Transp.] 


117551 | oe, (NC = г, 0) -ra= = 0 2. 
10108) . (11705). 101 34.) 
C. Ad tition. 


The sum of two homogeneous cardinals is to be defined as 
follows: 
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11002 (о+т)=х|.'о. 4r. (Uz, w): o — Nc: += Ne o .(aN.o)= 
Pow’ x’ smr (x UJ. w). | 


The dealing with homogeneous cardinals makes the more ge- 
neral definition, as given in Principia, irrelevant to our Leg 
Now we have the following propositions: 

1101001 |= Сіс,т,1) )Ci(o+c) 1} 
[122421425] 
110:14 l= :(x(, о) = Nw к'о. оет. оте, NC, (alw) e'(a + t) 
[110:03.101:1002] 
1104 l= “/(6--т) ола NC 
110:42 [= (0+7) e, (NCU 1, A") 
110-451 i= (ur r) qu (1 + 0) 
110502 |= : (хү, а) = Дш: x sm (x U, W): x. we’ extens [2]. 
(ах, zl X зк. w smr w; x! HU. ©”):.( (x je el AE 


Dem |= 101:1001.73:22. 7) 
|- :(x( mi = Аш: Bed (x". (x\,w)) . x" (xw) extens[ 2a]. Hp.) 
:C(5, C). x" — (5), (х (^, o). IAS x smrz (855 wsmro: x" = 
(Ela US Lo): (SL C [87]1.9) = Ac: 
[10:34] D |= Prop. 
110-56 l= ((o+7:+0') =/a+-(t+0’)) (110552) 
1106 |-- GE(NCU, A") D. (0 40)= 0 
T 
110:62 PP (0--т)--0.-е:0--0:.т7-- 9: [103-26] 
о Q Q 
110631 |= oe (NCU, Л”) O.(6 + z)= x |. ce NC. (Чо) (Че). 
Q EO. WE, Q . хет (@ Wir Ги]. 
110632 Je oe (NCU, AY 2 
(64 1) = х. oe, NC. (An). ue,2.(z -- ue o.extens[Q, ] >}.] 
11064 fe (640) =u 111062] 
о 
110641 fF (1+0)=1 (11/56) 
2 
110643 f= = (1 +1) [110641] 
11131 БЕ. 5% es оте, NC, Jt DA е 
117561 |: opt M'(o + z e (в Le zT 
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Dem [> 101°1001.73 22 ) 
l- . Hp:x'* = (х' Uo'): к, хо. wet: (Mao) = Л о: оет: ӨС x: 
x (BR) — x. D 
ЕЗІ о e x':. (LR ], © 77, o) = Ла: Е], о зт w. (1) 
(11014) es m + т): (I| © Uaw) C x": 
[101-1001. 1034] _) |= Prop. 
1176 |- (в--та NC |) .(a+1) 20. [(11002).110 14] 


D. Multiplication. 


] take from Principia the following definition of the arithme- 
tical product of two classes: 


113-01 (x X .w) = P[(Au.v). we, x vew: P = (u 9): €! P, АМ 
а! а 
The definition of the product of two cardinals is now: 
113 02 (am) ве x [d'a Tr. (Az, w): Res Next — Neo: 
ау O 
T x! sm'(x x X, œ). Red(x').) 
We have now the following propositions: 
113001 Б €{o,7,1} ) €( oX v1) [12:2421:425. | 
11315 ГК .xsmrx' osmr of. )(x X,w)sm'{4"X, w) 
Dem P 72184.71252. ) 
- x< (R). > x.w < (S), w": T= PO Чи). 
P[ ((% A Il S) | Сиот |) la 9 ul k|„w. Ж 
D. Tt12 1: 0,1 MOVIE w): (I, T= (x X. 6’): 
[10:28] > |- Prop. 
103203 F (оха) а (АС, Л”) [7373731] 
113-27 - (оха = (тхо) [154] 
117.571. l= `: 608: D (o X v). ) (6 XT Se X ту 
Dem |= 3727) H: о C x: extens (w,2)._).(wX,@) ER x X. œ). (1) 
F 11313 "bk see wet: оС x: xEO.WET .|( aly Ex 'sm (x X о’). 
Red (x). D (al) x" em’ (eX 0") (12) 
[1).73:22.3%201. 12:502] D [(a [i x" dia X, o) ) 
ДЕ? (ә Xa) C [(al А [Cui (a) Ja [RX L o Xw) C x : 
[Стой (a |) ) V [R Lo X wE (TXT). 
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> F Prop. 
113621 Je oe (NCU, A") D (oX 1)=0. [713611] 
117 62 |- (ox the, NC.o,re — 0.) (o Xx t\=>0 
111757153. 113-621 .] 
113601 |- oe, NC ).(0X ns 
113602 [= .(с хт) = 0.== = V. des 
1134 l= (x. o) X, w ) (XU, (0 X. o) [40:31] 
11343 |. (о т) у. т £0; 2) .((6+ c) X) | — (ex) TXT). 
Dem |= 113-601.117561"4.11062 I 
F: 2824: H'((aX1r')+(1X7')). D A(o+2) (1) 
> 1011001.1134. 1371. D |- Flo + в № («ях Z= 
Q 
(6 X v) + (zX v). (2) 
[= (1).(2). >F Prop. 
I shall use the (Les abbreviations: 
113501  X(w) amas а Cn; (a) | k) | (СОГ) 
113502 Y(t) = ( (of nv, (t|) | Cnv, S) | (а L) e^) 
135034 Z, = 
POUR) Pique) x") | ха) | Ore) | (e 1 6; LA] 
113551 Б4р: T (а) To (8), (их ,о) 
CR, S, BY. D (f ах) sm' (eo X^ x) 
Dem |= 72'184.71:252.).Z,41—>1:D,Z,=(x х.х): а, L 
(0° X 4%): El Zu B). 
[1024] D P Prop. 
113:54 |- H(oXz). HA (ox). "iesst = (aX(T<XT )). 
[11351 . 105.6. 113-27] 
113-66 |= OZ (o+ о) [110643.113:43:621.101:32] 
113771 fe .H'(o-+-1)y .r=EQ0: ). NC igs (та) + т) 
1113-43 621] 
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E. Exponentiation. 


According to the method of Cantor, I start from the following 
definition: 
116:01 (хехро) = PI. Pel— Cls: ae x: (,P— а): СІР, A\. 
df a a a 
extens (x, о) .| 
We see that (xexpo) is a class of relations of the type A, 
like (xx(,0). By means of (xexpw) we define 0° as follows. 


11602 œ= x| т. (Ax, 0): o = Nex: 1 Neo: 
4! Q Q 


(aix sm (xexp о). ked (x').] 


We have now the following proposition: 
116001 [= €15,50) 610",0\ [122421425] 
116:19 |- .xsmrx .wsmrow - )(хехро)зт (x expo ; 


Dem |= (1957) 
le. Цех. K). Clw, w, ki TR. S, AY. 26 = (Б), x. (S), ©. 
Se Pel>Cls_). CUCnv R| P | S), At (Cuv, R| P| S) e1->Cls: (1) 
[71192.3421] D: 
[= PQ: Q (Cav, It | P] S): Q£ (z expo’). Pe,(xexpo: |. > 
CLR) A e1=> V: D,1 = (xexpo):.7,T = (x expo'):. (2) 
{10°28 (108004) D ӨС”, k | 
116:23 |- oe, NC V. о" EAS [7373 131} 
116301 |= oe, NC). œ = 1 
116311 [= oe(NC œ 03 0 4 
116321 | os, NCD ПО š 
116831 |= oe, NC). d | 
11651 |- с: = 0 = =` 5 dise (NC = Y 0) 
116:35 |=. кар" ж ës (UA ба 
(CZ VS) (хехро ): (о (о) = ИА: 
CURLS. D). Со, œ K). (x Xw VYsm'(sexp(œ W) 
Dem |= 7218411292. ) 


|- Hp: P= РОУ, пу: P= (14. o): би" Детафу QT ©). 
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v((( Сто (a |) | S) on w'): Qe (x exp(wU,.w')). Pe (x" XC w' DEE 
. А ам a 
D. EXT, 5. Tell: PT X LE (8 exp(wl_j,w’)): 
A | 


[10:24] D |= Prop. 

NON Р кт T'ENC EU. 

Dem |= 2244 De ox", ces С (xexpo ). 
a 2 


_)|- Prop. у 
111591. ЧЕМ HENNC s- 4,0) 1 Sg > T”: 
I 


Dem |= . 7124.254.7) n 
|- w, xeextens [Ka]: œ C xiue, ZŁ: T= PQ|Pe,( (x' exp o): 
Q= PU. vu]: v= u: WE (ж-- w) ] ) e(9, A}: 
Bell. GEI D, Ad Gin TIC ехрх):. (1) 
[(1). 72:184. 71:252] J: (а TM det e (x' exp œ). 


4 A 4 nlt 
Ка Doi <A S) > (s exp x): T = ((Cno&a PI (R| 7] Cav gue T): 
A a A G, a >; u М 
ЕУ DM se nut cr t (2) 
l= (1). (2). D Prop. 
14405032. v opo Ch = MENC ое EN 0 
Q Q Q Q 
[117:551:53:581:091.116 321. 110-643. 117.6 | 
11652 |- 3'(o4-7) D. (TX v?) = tt» (11651. 117-5916] 
0 
То prove the remaining laws of exponentiation, [ shall ase 
the following temporary abbreviations: 


4 Е 
116521 Z = (х 1С (а) no) 


1165211 Z = (7 no sep] R) 
1165212 2, = = (o Tow D] т) 
16522, Lo = = bój Pe (x 10") ). Qe (x expo). ,v'). u | P|, 7 
(AT, Qq z 12 T 14,40: Q = elei, mov. 
u |((Z, | (WST x)) | PL ІН 
[16523 L= P Q|. Pe izexpw'). Qe (x expo’): 7 = 
x u” v [u [Za [ae] zo (Lo) өзі 
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116024 Н, = uv [ao (ЯР). Р'Оно12, | lie. 
AO AS | Сна | 
We have the following propositions UM E these relations: 
116525 Je DaS = (a "|x": 5151.0 
Z, el эп: pia = — € лу = UE E [72-184 . 71:252] 
116526 [= : D na (а Lj CZ ва 1. 4 
al о D ŻA m - ques que 
116.527 hn wu p N == Ya Гр ir: Zei 31.5) 
$ CA d DIZ, =w" 454 = ТАТ: 
1165401 |= (ad) Le +S) (S) BR, ).{( KE 0 <-(№) уэ (оехро’) 
| Ha Vx — (T)a—> (л). 
Гей (х). Hed (x. e). Кеа(х''. в”). CHR, ST, BY, 0 x. 


(de (xexpo'). ) Q£ 4,1% 
Dem |= . 11:19225:252-36.116:5021. `) 


|- Hp. Q'e,(wexpw'): P = uv (Mv). 2101,» 
(С 1 Cuv i i, RT VANTO 
u WZ E w 7 a (и Le ):* pi 
N- A eg Ç 
() = vali "E Qv А, | (Оор) | 25].v +}. 
(10:24 .(115:52: >) I Pl ei rO 
[10:34 Hp] 7 Prop. 
1165402 |= Нр116:541 714Ғ1->1 [116525 926! 
A 
116:54 l= fa Die sm (xexpo').[(a [у | 3e em (o expo). 
1 4 
(а al тх sm (EX 40). 
Кей (x. e). Red(x). Кей (х,о). ) (x E )sm'(x exp w ) 
[116-5401:5402:35. 115-601] 
116:55 ka" о ЖҰЛТ (CGT ele 
| o 
[11654.11758162.113601:311621 116301] 
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116615 |. elt: x" €-( S) (x exp o). 
| (а 1 (— (Ra (охо): EUR, S, BV. 


Hed (x"*, o”). Red(x, w) . Reder"). As" o", Hw. Qe (z expe): 
РЕН werk | Q 


Dem |= .116525.71:25. D |= Hp D .(Cnv4 Z, | 0)e1— Chs: 
D: (Cuv? 41 0) C («exp w): q Aua? Z, 10 = х 
[71-36] D |- Hp PZ] Pld =. P” —u (IP), 
P'|(Cno2 Z, | Оу -u [Pao]; 
Diu [Z MP". P"[(CnvtZ, | © "e m ALEP, 
Been Ji Oto .u[P'],o.]:. 
[71192] 2.4400 EE 
T" Cm Z, | Oho ul P'ho]: 
11192] De Hp) 24401,0 == (9 0). u" [Z, 4 Q^: Q' =uv|(AP"). 
(Сиш, Tote Ч | vun Le )) 1 (Ста Z, | Za)) NO. 
(11:199.552) == (A). ро "E d = iol CURA. wy(AP' d 


P [( Стол Z, Jo w’ ul (02 T oem (Lie Í 24, v. 


CAKA 
Il 


[(116 524)) = (10). "12,30 LÉ = ((P (P| Za) (Le) w): 
[(116-523)] D [= Prop. 
116616 |= Hp 11665 D 2,1-1 


Dem |= .71:192:25252.116:525, 5 |= P1419 ) 
a [QJ v «= (AP). wi ZPP: == = (( ( P' (iert we |у) | Unvi Zo 
[71192] СУ P"((Cnvj Z, d @)]4® ОЛУ ЕП Е 


((Р” | (© Сто» 1 0'))) | Cnoi Z,):. 
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[(116:525)] 7 [= Prop. 
11662} [а] sm'(xexpe). (ар) о т(оХ.,ө): 
A 
Red(x'’, o"). Red(w). 
>) (xexp o )sm'(x expo) 
(116615616:311:801:35 118-602] 
11663 |= (тт) D ot = (oy (11662.111:62.116:301:331] 
This proposition is the third law of exponentiation. We have 
got the laws of exponentiation by another method than that used 
in Principia. The proofs are here very much shortened; newerth- 
less, as the fundamental relations we have to deal with are ex- 
plieitly given, there is no further difticulty to obtain full demon- 
strations. 
117:66 |- ce, NC `) .2° >o 
Dem |= 72:184 > 
ы" x= (Кый uve a 1 = PQ]. Pe, (xexp«) (Яғ): 
w = (Cm, P Yu: Q[( L a)]* w .]: ked(w). 
).Tel>1:D,T C (sexpw):. d ,T = |(la) Tiw: 
[10:24] 2 (415): $ a (xexp@): G sm'[(] a) Law 
[13:22] 2 Kay“) "hx < (8), (хехро) D: ICH [К] demo. 
[101-1001] _).x'e29.we'0. ) (Яо): œ' С x’: ауға. 
[1028] 7 |= Prop. 


F. Subtraction. 
11901 (0—1) = x|[:(z + Nc x) = o: NC! 0). Мт). | 
а) Q 
11911 [= W'(o—7) ) оте NC 
11914 |= zelo- т) ) Nea C (o— т) 
11926 [= W'(o—:) D. c>r. 
11927 |= ст. ) (о — т) 
11964 fe .o 2 v. = (os — т) 
11932 fe (6+2)— т), NC о). в = ((o4- т) — т). 
11934 |- (са NCD .((e — at )= s. 


11935 f= .d'(o"+z).(o - Te NC. ).(o' +) = (z + t) (с — t)). 
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11945  |- .((o3- 2) — Gs) NC.(z — в’) NC.) 
.((o+- т) — o') = (о (т —o')). 
The proof of these propositions is to be got by a direct ap- 
plication of the method of Principia and of lemmas 101:1001 1002. 


VIII. Induetive numbers. 


The Theory of iductive numbers, as based on the pure theory 
of Types, is quite complete and seems very simple. Moreover, it can 
be exposed in a quite popular way, without any serious difficulty. 

I begin with the definition of an hereditary class. 

120001 Н(9,т) eg, 1e,g.(0):0E,9 2 (a+ 1)ғ,0: Clo, BE 

We have now following proposition : 

120-101 |= Hiel H(g,z) D o’e,9.], т) 
Dem |= 55 D|- H(9,1) D : Н(0,7) D 0'e& g . = o'5g. 


(120-001) 7) H(o'|. H(g,v) D в'=,9.]. z) (1) 
|- 221 D |- ~ H(g,v) D: H(gr) D oeg. = Va т). 
[(120:001)] D H(o|. Н(9,т) D 0'e,9.], z) (2) 


l- (1). (2). D} Prop. 

` Note that H(g,t) is ambiguous in respect to the type of g. 
I proceed now to the definition of inductive numbers. The class of 
inductive numbers ought to be the logical product of all hereditary 
classes, i. e. all classes g such that /7(g,0). Now, we cannot speak 
about „all hereditary classes“, these classes not having the same 
type. Therefore we cannot speak simply of inductive numbers, as 
we have different orders of them. 

Let us now lay down the definition: 


120009 Ø= |10) .0, NC. te, NC] 
d/ 
Our definition of the ®-order inductive numbers will -be: 
12001  NC(®) induct = |2): H(g,0) D 18,9: CL g, Ф\.] 
ау 


This definition is a pattern for definitions of inductive num- 
bers in any order. We shall here use the definition. 
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120-001 N,Cinduct = NC(®) induct 
а, 


It is obvious that the ®-order inductive numbers do not ne- 
cessarily belong to all hereditury clusses of another order. Now, it 
is useful to speak about N,Cinduct-order inductive numbers. 
We shall see below that the inductive numbers of this order have 
all fundametal group - properties of the natural numbers. Therefore 
we shall call these numbers simply inductive numbers, and 
we shall use the following definition: 

12001: NCinduct = NC(MC induct) induct 
di 

It is easy to prove that all „inductive nnmbers* are D-order 
inductive numbers. We have the following proposition: 
1201011 |= те, NC induct D) ze, №С induct 

Dem |- 24:23:24 _) 

H. Hp. H(g, 0). Eig, By. D H((gU,(MCinduct Г, Aa)) 0) 


[Hp] D 1 &(g U, (N, Cinduet CY Ло) 
[24:23:24] _) ТЕ, 9 
> fe Prop. 


The following propositions concerning NyCinduct can be pro- 
ved bv the same method for NCinduct. 

1201 |- ce N,Cinduet = (9): H(g,0) D 08,9. C4g, Ф\. 

To prove this proposition we use 120:001 and we show in 
an easy manner that N,Cinduct is an extensional class. 
120-11 l- . Hig,0). € g. Фу. oe, N,Cinduet. ) 059 
120-12 |- H(9,0) D 0ғ,4 
120121 |- . H(9,0) ә сед. y. H(g.0) D (o ауд. 
120122 |= Н(0,0)7) leg [12012121.110641 | 
120123  |- H(g0) 226,0 ]120:122:121.110:643 |] 

Note that, if any natural number, e. g. 1918, is defined in 
our system, we can prove the proposition 1918 e, N,Cinduct, using 
1918 times the method of the proof of 110:122. 

120124 {= (0+1) T o [1104.101:11.110:632 |] 


12014 |- NCinduct C (NCU, Л”) 1201211211 ] 
12002  Cls(d)induet = lte . ae, NC(®) induet , xe, o.] 
120-021 Cls induct = Cls (Ф) induct 

120023  J(h) = (x) (u): extens (x) ‚neh. Ay) (x at! u) eh, 
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120212  |- H(9,0) ) NcÁÀ'&g [120:12.(101:01)] 
1202121 Б. A'e'Cls,induct [120-212 .(120:02:021)] 
120213 = H(9.0) > We (ис) А 9ғ,0:|120:199. (101-03) 
1202131 F (ен, Л) е Clspinduct [120-213(1200 -021)] 
120-21 K= xe С induct = Ne ха, (N,Cinduct — ИЛ”) 
1 
[120 14. (120.02) 108.27] 
120201 |= xsmrx' D. Ne‘xe,(.NyC induct -- (5A ^) == 
] 
Nc z'&( NyCinduet — ( Л”). [10314] 
120214 = xsmrz' 7) хе Cis induct = x'e'Cls, induct . (120-201 | 
120215 |= extens(w)_): Nc (м Cie амды VINI = 
(New 4- 1):[110 63 
12022 |-.2{9,Ф}. H(9,0). h): AER. JA). ore h: 
C (h, cO (Nco]y: D Nc w'e, 9 
Dem |= 120215 f= H(g,0) D Хо {№} (1) 
H (1).120212 D Je Hp D e'eo[g( Ncw}] 
Ile Prop. 
120221 fe .J(h): Neo C h: ә). (Мо +1)C k.[103:11.110 63] 
9 © 
120322 fe .Jh).oe,NC:oC_h: ).(o+1) Ch. 
0 Q 
.|103:2.120:211.110:4) 
120251 |= . H(g.0).0'e,9.we,0". D (Мб) 10е, 9 (el Jr, ffe? 
Dem f= 120121 .101:1005. De Hp D) . Ncwe,g Motel 14. uigg, 
[120215) D |= Prop. 
120302 [E . A, Next (Ne'3e3- 1) =A": = x = Voy: Red(x). 
Q . 
Dem [= 110631 D |= oe(Ncx+1)== 
(Hu) RUE A. we Ne (x Ји) .extens[Q,,]{x). (1) 
)|- ~ oe (Nex + 1) = (и): we’ Ne (x 2 iu). extens|Q,,,|{x} | D UE x. 
f= .10271.101. 
D [= : (Nex +1) Ag A № сх. 


5 (и). (x U UU, i u) e' Ne'(x ын) X JUE, 
[103:13:12.101-1005.) D (и) ue,x 
) = Ро) died (x). (2) 
- (1) D [= :x=V..: Red(x). D ~ we'(Nex + 1) 
D (Wee 41) =A". (3) 
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[103:13] 7) HNcx (4) 
I= (2)-(3).(4 D Fe Prop. 
120303 |= A” MC induct ) Ne(— A”) e, NCinduct 
Dem |= 12012 5 |. H(g,0).- Nc(—A^&6g. (9 =. a N") {0} (1) 
[120121302] D: (g— ^ A")(5) D (0—0, Л") 0+1). (2) 
[(0.(2)] 2 R(el(g — ñ A") {0}, 0) 
IDEA" NC induct (3) 
|- . Transp. (33). D |- Hp D. H(g,0) D ж A”) E, g. 
120011 D |= Prop. 
12031 l= . (Nex + 1): (Ne +1) = (Ne o +1): D. Nex = №. 
Q Q 
[110-63.73:72:3:32.103:14] 
120311 {= .Ilc+1):(o+1)= (24-1): D. 0 — s. 
Q 9 
[120-31 . 110:4. 103-2] 
120:32 l= oe,(NC induct — e, A"). 0). с = (0+1). 
1 Q 
[101:22.110:64.120 31111] 
12041 |- (o2). te, NCinduet:(o 4-2) = (0 + z): ).0 = 0". 
Q о 
Dem |= .120:311.11061.12011. D |= Prop. 
Remark: As we deal with numbers of the same type, the 


complicatad proof of Priveipia is here supplied by the simple ap- 
plication of 120:11 to the class: 


z[:. H'(0+ т): (o + z) = = (P +1): 2.0 — 0: V (Øi AoT] 


120411 |- o, N,Cinduet D: H'(o— KE (o—0')& NC: 
: 0 = 0' . == (0 — o') є, NC: 
(119:01).12041.11914:27.103:9 .] 


120412 |= .o'e,N, Cinduet: т D 0: ). (т, о):.(т' — 0') =T. 
2 
(T =n =о: >. 1=0 (ғ, 0):. (тт: (би: reg 
9 9 


(19041411. 11934] 
120413 [= o& МС). (с —0) = о. [(119:0,). 110.6] 
Q 


120-414 |= 0&(NC — 1,0) D(o—1)e, NC [11753 . 120411] 
] 
120416 |e .o'e, NCinduet. (0—0). ).((a — 6) + or) =<. 
o 
[120:411 . 19-34] 
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120417 |= oe,(NC— (5,0) ә). (0+0) = ((o' + 1)+ (о — 1)). 
Q 
(120414. 11935 |] 
120418 J= .ce,NC О ЕЕЕ Ога): 


(120-411, 119-35] 
12042 |- . сё, NCinduct. Y'o: o” +0: ) .a=E(c+0'). 
Q Q 


[120-41-14] 
120422 Т (o + 1)e (s Cinduet — г, A") Doe (MCinduct—r; A) 
Dem |= . (c + 1). H(g, 0).—0e,9.).(9— e,(5+1))40) (1) 
12041 D.@— “ilt DIT) D (g— rir 1)) Ae +1). (2) 


(1).(2) D. H(g— “(e + 19,0). ое (9+1). (8) 


L . 1201.3) D |= . 3'(s4-1). H(g0).— 569.7) 
~ (6 +- 1)e, (NC induct — £, Л”) 


[Transp] D [= (o+1)e (NC induct zi е) 2. Н (9,0) Dogg. (4) 
l- 11042 |- (6+1) 7 FA") D To (5) 


l- (4).(5) > F Prop. 
120423 |= oe,(N,Cinduct—r,0)==(dz). ze, N,Cinduet:s=(T+1): 
1 9 


Dem |= . 12014414. 7) |=. 0e,(NCinduet— 1,0). Me )(c—1)e, NC 
[120-422] Die a (NC induct — X A") 
[120-416] D (dt). te, NC induct : с = = (C+ 1): (1) 
j- . Transp .11911 D |= opd (NC induct — и 10) : Berg m 

: (c — 1) =N": (c — Ds N,C induct. 
[Hp . 110-202] D (Ht). ze, NC induct : o = (t +1): (2) 
l= (0.12) > F се NC induet — ODER ZE, N,Ciudust: 

e (+1): (8) 

|- 120422124 D j- (At). ce,N,Cinduct : o = (t4+1):D 

| зем, induct oF “,0) (4) 
l= (8) (4) D |= Prop. 
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120-4231 |= ce, V;Cinduet 7) (Ят) "re (N.C induct = GC et 
6+1) =(r+ 1): 
Dem |=  Hp.H'(6+ 1) I (42) те, (МС induct HA”): 
(6+1)=(7+1): (1) 
|- 120302303.) |=. Hp:(c+1)= Л”: D 
. Ne Gm A) & (NC induct TC (s +1) =(Ne(- A')+1): 


wé: TEN, Cinduet r, A” X: (a KE (2) 
kum. |= Prop. ` Pk ч 
120-4232 |= кы re cu 59) == (Чт). те C N C induct = PAT 
s = (7+1): [120-423-4231 | 
ie -p 0: (T4 9). D. (+) 1) 64 NES 
[1104262.120414. 1104. 120516. 110-56. 120:311.] 
120425 |= (o4+2)e,(NC— 740) 5:((o r) — 1) =(0+(r—1)). V. 
.((o4- т) - 1) (в —1) +») 110562. 120-424 .1032 | | 
120-426 |-. xe, ГІ x C w: Ulo Ma x). e Neo. 
7): Мех < Nco:-wsmx. 
(11014. 10114. 12042 . (11 05).] 
120421 |=. ftet—> l: TRCDR:H(D, k — (1, k). €{ RC}. 
led ( D.R) . " ~ D, le’ Cls, induct 


[120:426. Transp .] 
120428 f=. oe, N,Cinduct. (s+ z): t+ 0:0). (о фт) > с 
о 


[117:511.1104. 117-561 . 120-42 .] 
SENC induct ): t> o. 2s. zz (o + 1). 
D > 117:4131531| 
12043 SGENECT. E N/T: 
120:432 "ihe: y GS ty N Lo TEC | 
120436  |—.6speco'. 2.92,c'& NC. KORG +) e Such +t)=c: 
‚Ст, 14:[120-432,117-31 | 
120437 |= са NC ).0speec. [120:482. 117-281] 
120438 ke, сзреет. (0+1). ).(6 1)specr. 
[120-436-417 . 1104:61 .] 


120424 | 


120429 | 
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120-44 je se, NC. те ( N,Cinduet — e, A”). I) tspecs. 
| [120-:37438. 1104 .] 
120442 ke, г ANI) te, NC. 7) 
OCT. SST OSI G > => o GT. 
| ; ` [120 44.117281 | 
120443 аф д. Q (v + 6). Cito, 1). |) 
Constr. 
F 121.0261.7)|- Elti. фто | Ф{т\. Let Gia} | Dia) |) 
|9:11:441.0248|7)2(17.Ф(о7| Pf.) P(e’ Let €t, 14.1 Pe). 
[0-23-26-261| D f= Cla]. Фо | 610). o[:017--0)) сіт a, 1).| (70 | 
[0:2411] D þe Prop. 
We prove in a similar manner: 
120-444 PC, d фиг X o). Elie, 0,1) |! 
120445 | СФ. о] diesen Ст, 0,19.) H 
120446 Б СФ ol Dilton , бұр v.a, ur] h 
120447 [= Cio o|(1 т). % ,Cinduct {(7- ae Ctt, a, 1) |, NoCinduet) 
Constr. 
|- 1231213122. DE Clal(h): (+ oe h(t). (tore À | {т 1.0. 1): 
| cęh. Ф\. |. N,Cinduet) 
[0:97:12:2421] I E{ol(h)(T): (о) h | (о), Alle, 7. 6,1): 
Lei, Ф). |, A Cinduet! 
125) DK о) (т) (27): (cons, Ў |. (+ oe, Л, | są о, 1}: 
it Ф}. Lë dE 
[0:24:27.12:51.] ОС! 7)( h): (т-с). Al). (T+ 0) UIT 1, 0.1! 
| 2:7, ФУ, NGC fiata 


Jg, = <> 


(1). 120-433] 7) |- Prop. 
i 20°45 l=. (9.0). opp те, Nol induct. Zg. Y. (041€, 9 
Dem |= . 110:602.103:23. [= Hp Dia +0jeg (1) 
|-.120:121.110:56. fe Hp ):(oFo')e,y О(65(6--1)ғ,4:00 1. 2) 
[- .(01).09). IP Bp D H(e'[. g{(o + 0). Cio" o. 1}.],0) 
1120 144%] D Ilo + 1)} 
'Hp.20042.]| D > Prop. 

Remark that this proposition is much more general {Бап Ия 
correlate of Principia. We shall see its importance for the further 
development of our theory. 
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1204502  |- о, те, N,Cinduct | (о + t) e, NC induct 
Dem |= 12045 Dj- .Нр.Н(9,0). © 49, Ф). ) (в ад 
[120-1] ОР Prop. 
120451 |-. (9, 2):.0"' = (a+): H(g,0). D вте (6—1, Л“: HW (04-1). 
C(o', t. 1) : (o +1) UA 1): Dea.t'e(g s: ŁA) 
(120:414:124:495.110:49 1193211 | 
120-452 [= . (a+-r)e,(N,Cinduct - é, Д”). H(g,0).)a.zey(g— É A") 
| 
Dem |= .12045112.11062. > 
|- Hp © H(o o'[(c 4 T’): 0 a: Va Kë = (o" + v^). Cie, 1}. E 
(g =", Ny a = é AU) (97,0) 
[12012] D |- Hp D: SAVI, 0’ = (0-1): Do, LE, (g—t A"). 
_ (44 т) SACH, (c + т) = (+): D) n,t& (g = r A”): 
DE Prop. 
120 46 |- . oe, (NCU,c,A').ze,NCinduct. Н(9, a). 7(0--7)ғ,0 
Dem |= 1106 5 |- HpD94(0+-0)) (1) 
|- 11056 DI Hp HG [.gio4- v) £(2, 1) ], 0) 
[Hp] D g{(s + 9j 
[Нр. 20:042.] > |= Prop. 


120-4601 [= .e'G(NCU c Л"). (7): H(g,a') D ve, 9: Ca, D}: 
P (#5): т =o" +5): € (s, La 
Dem |= 11061 |= Hp D.o'=(0+0). ; 
Q 


D (Ho): e' = (o' + б): C1} 
= L11056. Fin Eer E gr Т ЗД, 


~). (8o) : «— (s'4-9): C13, 1y. YA): (1+1) = (0'5 : CIS, 1}. (2) 
|- . (1). (2). Hp D WR, | 
Н(т[. (o): t = (a + в): €(9, 7, 1! .V( (^ Да) {24-1 0) 
[Hp] | Prop LUE peo — 
120461 l= . c'e, NoCinduct.(g): H(g,a') ) 16,9: €(g. Y: 
D (Ho). GE, N, C induct: т = (o о): 
Dem fe 12011 D |- . Hp. H(g.0) . <{9, ©). D H(g,o') | 


DPF Bp 2-H(g.o') Dre, g. 2. H(g,0) D t€19:.€19, ©). 
=) te, Ny, Cinduet 
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[1204601] D . ce, MCinduct (99): = (a' + су: Cło, 1\: (1) 
Е .(1).120-452.DJ= . Hp.A'z. (H9). us Cinduct. T= =(о' 4-5): (2) 
|- Hp ОБ VIE S NC D Aa N,Cinduet: cae +A: 

D (As). ae, N,Cinduct: т = (er Loi (2) 


l= -1).(2). Df- Prop. 
"Ze l= .5'e N,Cinduct. (Ho). Ge, М, Cinduet: PA +0): 


D (9): H(g, o 2) 51$: C, Ф}. 
Dem |-. С{9, ©). H(g.o').o',c =, N, Cinduet: t=(0'+ в): gf o'+ 0) (1) 


[110-56] 2 9&9 7) go + + 1)}}. (2) 
D Hietoite + cy. Cr, 1} .], 0) 
[12011] Joe + 99) 
[Hp] D git) (3) 
l= (3) ДЕ .5',68, NCinduct: Ac +0): D: H(g,o') Drag: Clg, bÀ. 
D |= Prop. 


120°4' 3 l= c'e, NCinduet `). (Ho). se, N. C induet: (ec? (o Gj: == 
(9): H(g, a) D 78,9: 2(0, Ф): 
Dem |= .120461:4611. ` [= Prop. 
12041 | rei Nat induct — r, 0) = (9): H(9,1) Dre, g: 619, ©). 
1 
[120 423: eu) 
120:471 |= (Ho). oe, (№ Cinduet — e, 0). Ge, f. = 
a3) .seN,Cinduct. (+ I) £ 7: 


[120 423] 
120 48 {= . се, NoCinduet: o Dt: _) те, (N, Cinduet — e, A") 
1 


[120 452.11731.] 
120 481 l= . xe'Cls, induct: © C x: OP New.) we’Cls, induct 


[120-21-48] 
120-49 l= . SEA zy № Cinduct) te(N, MCinduet - r ic SA. 
ERU s. 
[120 48:44) 


o prove the theorem 12012, I assume the following tem- 


к=, E 


120-013 H,(g,0)=06€;3 : (т): TE ig. "re, N,Cinduct. 7) 
(t 4- Пао: Cig, D}. 


ge 


We now have: 
120:13 |- . ce, N,Cinduet . Н,/0.0). =, 9 
Dem |= .120:12448 . D 
l= .Hp.-669. 2:169:10: та, Cinduet. 
[22-621] ):т&, 4:15 о: =. tag: t< в: ve, N Cinduet: (1) 
j= .11750).12014.(1). De . Hp.—06,9. ) Ve, g: O< o: (2) 
[= .(1).120429. DE . Hp.— ое, о. ) 
: ТЕ, 9: TZS: ).(T + leg: (c +1; ga:. (3) 
-2.(2).(3).12011. De Hp. оеду. 2559 
D |- Prop. 
120:23 F ЛЕА. ЛЬ. Tih, o [ (Nc o Y] Y. >. Cls, induct Ch. 
[12022218] 
120:24 |- oe (ls, induct = (h) + N'e'h | JA) rw) weh: 
C{h, o|4Nc oy). D och. [120-23-23] 
£02001 PL = (x) (ТЕГІН xe Ох, induct . extens (x). 
Dix U, i u) eh: Eln.a}. 
120-261 |- .we, (15, induct. A #'h..J (h). СА oli ев) _Jwe'h 
Dem |= .Hp.-weh. ):xe'h: Ncx Ó< Nco: = 
se h:Ncx < New: xe Clsyinduet: (1) 
|- .117:501.120:14.(1). Die Hp wesh. ). N Eh: NC A < Ne o: (2) 
[=  101:1005.(1).12042». )|- .Hp.-we'h. ) 
x Eh: NEAS Nc o: D. (x „г weh: Мери) Neo: (3) 
l= .(2).(3). 12023. "kk .Hp.-weh. ) weh 
_ F Prop. 
120413 l= . sc (N, Cinduek — ¢ 00). 1,9. (7): TE, G. 


te; ( NoCinduet — 10) . (0 + 1)e, g: Cg, D}. ) сед 
1 
This proposition is to be proved by the same method as 
120:13. 
120-191 l= ~ ze Clssinduct= = (б). бё, NCinduet ). 
(Ho): m Cx: mu 
[120:49:429 13:121:21.101:11. 117 42 | 9 
120:493 |- xe ыш. ы. EX Now < Хау ==( Tw’). we Neo: 
© Goa WIN RR: [120:481:426 1333. | sę 
120:501 l= о, те, N, Cinduet D (ox 2) e, NoC induct 
Dem [|= . 12014,10323.113601. ) 
|- Hp D: (9х0) = О (s X0) ni SARO pie: 
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[120112] |= .ce,N,Cinduct. H(g,0). ) g{(sX0) (1) 
| 13. ОН 040.2. еже) = ((6X1)+o). (2) 
l= .(2). 12045. |= : SEE Hp. H(g,0).€(g, PH.) 
XY) gixXG- F1). (3) 
|- (0.3). Dl- : o+ 0: Hp. H(g,0). гі, b). 
2 H(v[.gA(ox)j . €t. 1)).), 0) 
[120-11] D 9WoxT) (4) 
|- 113601 С :с=0: Hp D (oX7)a MC induct (5) 
l= .(4).(5). OP Prop. 
This is the second fundamental theorem concerning the group- 


properties of inductive numbers. 


120-51 l= . c,o, re, NCinduct: ç + 0: Ч (гхо): (то) = (1X9): 
о Q 


[120-436 14. 113:43602:203.1106 |] 
1205511 l= .5 те, N,Cinduct: Se? Wr: SD a SC ара + 
[1 20:51 | 113-621 .] 
120519 |- (от) = ((NCinduet — £00) -- A") 
1 1 
>) в, вв, ((N,Cinduct — г, 0) — г”) 
I I 
rapes 118-602-203. 117-62 .] 
120-513 l= ce (N БАРУ JEE — г 0) — f ЕСЕТ: 
= 17720511612] 
Q 
The axiom of infinity is to be defined as follows: 
120-03 Mi Anya O (б) se N,Cinduet 2 ie 


dr 
-- 


120°031 Infin ax = (5). 5 5e, NCinduet 5 io 
We bave the dne propositions: 
120321 |- -5+(o+1). 23% [1104] 
120:322 l= ce, MCinduct D. Woe. ds (c +1): [12032321] 
120-33 H Ішіп,ат = (0).66, NC induct ).24 (2-4-1) : [120329] 
Q 
[2942 |- ІпЕп,ал-е (6). GE, N,C induct `) Я'(5-- 1). 
[120:423) 
12515 |“ Infinar = (x) P Cls, induct ) 1-2). 
[120:13:21:426.125'12.] 
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125°21 |- Infin ar = ~ (— Л”) e'Cls induct [125-15] 
125211 |- Infin ақ Se PCIe A 
I shall use the lte abbreviations: 
12051401 (74-45 7) (6-Бо)--т) 
1905141 (Ge — 2) =((c+ 6) — 1) 
1205142 (- ó — = (2 a' (= т) 
1205143 (0—5 — т це i") = ((e 6) т + z”) 
1205144 (е от ое 
1106. 120-12-48 | 
1205145 {= .c'e, NCinduct . ite — (64 1)).D. 
(s= (s+ 1)) (6 s— 1). 
Dem [= .120411:48.11934. D|- Hp). (s'= (641) Ho) = 
[110-51-56] 2.(6-6+0+1)+9=0. (1) 
dis dvd (e — (+ 172181) (s— s) (2) 
|- .(1).(2).11945.7)|- Prop. i 
120:5146 Gs s'e, NyCinduet . M'(o' — (G+ 1)). ) 
^ ROZ tee 7). 
Dem |= 11051 )|- Hp 5.(s'--1— (s4-1)) = = (1- - (04-1). 


[119:32] > (1--(6—(c+-1)). 

[120-5145] » (151 (a? ар), 

|110:51.(1205141).(1205148).) = (6—6—1+-1). 
Q 


[11934] D |= Prop. 
120515 Į- . Infinaz. 
DÉI H(g, 0):¢ C (N,Cinduet — e, A”): D 9 ZA 219, NoC induct - 
| | 7) se, NCinduct 
Dem [= .3-47.(120001). Je .H(g,0). H(g',0). D H((g 7,9’), 9) (1) 
l- (DOD Hp D: Hg’, 0):g C (NoCinduet — UA“): Clg, NoCinduct}. 
2). H(9,0) D (g ag") {в}: 
D gie: 

DE Hp): Hie, 0:4 С (N,C induct A QN"): Tg, Nat induct }. 

— ce, NCinduet. (2) 
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f= 1201011 De Hp D.5e, NCinduet D ce,(N,Cinduct ГД”). 
] 
[Transp] Dj- . ~ е, (N.C induct 3 UA”). Нр. 2 ~ са NCinduet 
DE Hp D(Hg). H 9.0):9C (NC induct = É (N R 219, N,Cinduc'} (3) 
] 1 


120521501 [= Infinaz ).(g):. H(g,0):9C (NC induct — Л”): 
] 1 


D gto) cfg. NCinduct}.= ce, NC induct. [120:515.2 05.1 
I shall use the following abbreviations: 
120-5151 GE sa (UE Tt) 


4% 


120-5152 аи: «v n 


12051521 {с 11 gí(s + t) 
dj 
1260160479, 476) 7% Gites 25687 git Lot er Cir m. 


120:516 |- . Infinaz.s'e, NCinduet. H(g.0): 
gC (N,Cinduct — r, A"): cęg. NC induct}. 
1 | 


2.9073 2948"). 
|- 11061 D f- . Hp. 0,000). D 9,(0,0: 
[10 24) > (ЯР) 9,(0',0) (1) 
|- 1205146.11051.7)|- . Hp. 9,(0,0). D 
gą 1,5). — gir" + 90'-a | де ОВР Ur. - ЗОЗ SAEI ЭЧ? (or (2) 
ІНр.113-66. 11652892 1205145 | D g(1” 2900704 Seet (3) 
(21. (3). 10-24 .] DAP) de +1) (4) 

|- . 120-5146. 113-66.116-52-32. D . Hp.9,(0,0). D 

TAOB iti 42° a a JL орта oot tomy, 


[10-24] D (87) д.т, («+ 1)) (6) 
|-.(4).6). DI- - Hp.g,00). D940", в) D Fl). 

[10-24] 2.092), в) D (ИР) gate”, (7 4-1). 
[(1).120515'447 .] D (Чт) дт", 0’) 
((120:5153).1205144.] DAT). gt? 4 90 —gir-+-2').C(r.1). 
[116:32:301] A). ИР. g(7 +2). (7,1). 

ITrausp] D |= Hp D ^> 9,/0)0) 

D |= Prop. 
120517 l= . Infinax. s'e, NC induct. Hig,0). <{9, N,Cinducty. 
D 92°} 


Dem [= 116301 5|- Hp I 9{2°} (1) 
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|= 120516 D [= . Hp:g C (N,Cinduct — ñ A"): D 
1 1 


L- . (1). (2).12013. D |= . Hp:g e PA ek DLT 


742°) GE NC induet . "D Ghee T 


[12051501] > |= Prop 


120.518 


|- ~ Infinar. Cft, 0.14.75 «^e, NCinduet 


Dem fm 1-5211 D |- Hp D Ne(- /\’)e,NCinduct (1) 


[120-121] DA'eNCinduet (2) 


|- (1). (2). 12048. D |- Prop. 


12052 


120523 


120524 


|“ 5e NCinduet _) 27e, NC induct 

|" 120517518 С) J— Prop. 

l= . Infin ar .s. te, NCinduct D s'e, NCinduct 

l= 117661 "ke Hp ).c<25. 

[117591] Dents tk 

(20:50 XH Rz бб || "AWS 

[120 501:52 48] _) |= Prop. 

l= 5,76, NCinduct D ote, NC induct 
[120:523:518] 


(2) 


This is the third and last fundamental theorem concerning 
the group properties of inductive numbers. 


IN. Some remarks concerning Finite and Infinite. 


I assume the following definition of finite classes: 


fin (x LE „extens(x).(u).— NE, x). wee Ne (x,t). 


122-001 


We see that ‘all inductive classes ure finite anna 


To prove that all finite classes are inductive classes, we necd 
the multiplicative axiom, unless we assume that (N,Cinduet— NCinduct) 
| 


is not a null-class. With this last hypothesis we get finite num. 
hers, which are not inductive numbers; but we can prove that any 
Q-order inductive class, being no N,Cinduet-order inductive class 
must be an infinite class in a sufficiently high order. Now. as the 


multiplicative axiom can be proved in the system of Nominalisın, 
as remarked above, we see that in this system we have no other 
finite numbers, as inductive numbers, 


137 


Note that Infinax by no means implies the existence of w,. 
The existence of any aleph must be assumed separately. — It is 
easy to see that if we deal with alephs, we assume the reducibility 
of the corresponding classes, and by this method we get a system 
which is practically equivalent to the simplified theory of types. 
We then see that Cantor's theory is closely connected with the 
simplified Theory of Types. 

The fundamental idea of this work being that there are no 
other primitive propositions than those belonging to the Logical 
ealeulus, we are obliged never to deal with an hypothesis without 
having a parallel system based on a contradictory hypothesis. Now 
it is interesting to see what is to be done, if we assume an hypo- 
thesis inconsistent with the multiplicative axiom. Such an hypothe- 
sis being somewhat connected with the ideology of Realism, we 
can deal with it by means of the simplified Theory of Types. This 
matter will form the subject of a separate paper!) Here I wish 
to expound only the fundamental ideas of this work. On the other 
hand, I shall prove the fundamental proposition of Nominalism 
whieh I have mentioned above. I begin with this proof. 


A. Nominalism. 


I shall use the following definitions: 


13:41 ¿= xv((u): x(u) = (v = и): Cu, v, V). C{ x, |] 
df L 
13:42 (i,a) = ul(u = а). Tfu, a, РУ.) 
dj L. 


The direction 0:4, enabling us to take functions in ary type 
for all individuals occurning explicitly or implicitly in a given ex- 
pression, we ean use any function instead of a. Then our Theory 
of Cardinals applies to classes of any type. Now we shall have to 


deal with classes of the type OZ оу”! instead of К and with 


corresponding cardinals and inductive numbers. This Theory enables 
us to prove the fundamental theorem of Nominalism, which I call 
the theorem of M. Greniewski. I use the following abbreviations: 


13:43 By = x80) | V{x}.] 


1) „Über die Hypothesen der Mengenlehre“, to be printed in ,Mathema- 
tische Zeitschrift“. 
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1344 В = [В (х) LY G9] 
1345 int(w) = (u): {и}. ~ (u= V): D 
| CONTES о {о}. Clo, Vy: Chu, VY. 
13:46 id (œ) = (и, v): ( =»).œ,(v). D yu). 
13:47 max (o) = ul.o,{u} so {uz}. 
(v): (9). ~ (= ш). D ө, {va y] 
13:48 vx = |i Vere H 


"ау 
13:481 Л= (Ло 95) 


І КІЛІ by 0 the function we get from (), if we use fun- 
ctions of the type ix instead of functions of the type К. I shall 
also use the abbreviation: 

13482 AT = (Auen Je О). 
Тһе interval et bs o” is to be defined as follows: 
13:49 Int (0) = w|: o = Neli Um IN) c Vy. 
d Am v 
(dv). max (w) (v) . int (œw) . id(w). E (c, (4, V)}] 
We bave the following lemmas: 
185 l= Int (1)4(2,V)) [13:15] 
13:51 = id(o) D id(.w, UU (iv Glen.) [1311] 
13512 [(13:49)] |= Int(o) (w) =: o = Nc (i* œ U NT): @{V}. 


(A). max (c) (v) . int(w) . id(w) . Со, (i, V)). 
13513 — |- .int(o) . max (w) {8}. D int( ақ; U (40,00 
| Dem |= . Hp. ota). ~ (a= V). D (o). (a =) @{ю}. (1) 
l= Hp. (6,8, {a}. ~ (a= V). (œ = B.) . (8j 


D (v). (a = v,) ІСУІ 


l= (1). (2). 3:44 7 |= Prop. 
13-514 l= .Intax . o (V). int(o). id(o) . max(o) (8). (œ, li, V) V. 
D max (. wr U (158,) .) {Ba} 
Dem |- Hp) ~ (rbs) (8а) (1) 
D Ba 5A. (2) 
20149 |= (B, V Ye) -6,,=7. (3) 
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I (2).(3). D Hp.D ~ (M — V) (4) 

|- .12:513.Intax. Hp. ). E ое ME (8, = а) . w {a}: 
[(13:46)] D wib). 

[Hp] >) {By}. ~ 048,) 


[Transp] Di w{a,} Ir (Ва = Ca) 
[Hp  D:~ (a= I оза). ) ~ (Ва, = а) (5) 


l= (1) (3) (5) . DIE BRZ) — aa U( Geelen (xx) (6) 

[Hp] D «9x Вы У). ~ (B). D 
Ле, UTAIDE 0 (7) 

kom D |= Prop. 

13:59 |- Hp 13514 : o= Met el wa NO 


(04-1) =Ne(t". PUT EEN Mur AT) 
[110631] 
13:521 F .Intax . H'Int(a). D H'Int(o+1) 
(18:514:513:52| 
18:53 l= . Intax . oe, (NCinduct — 440). D W’Int(o) 
1 
[120:47.13:521:5:512] 
13:54 [> Intax ) Infinax [13:53] 
This is the theorem of Mr. Greniewski. 


B. Realism and hyperrealism. 


Let us assume the following definition: 

Transcax — (x) . = ХЕ’ Clsinduct = (— x) e'Cls induct. 
dj a 

If we assume Transcax. we can prove without any difficulty 
that У.) is a finite class, 1. e. a class which is not similar to any 
proper part of itself, not being an inductive class. We also prove 
the proposition: 

Transcax _) Infinax. 

It is easy to see that Transcax is not consistent with Multax. 
Nevertheless there is an hypothesis, which is practically as much 
fruitful as the multiplicative axiom, being consistent with the 
Transcax. To get this hypothesis, I shall use the idea of self- 
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comparable classes (intspec) We have the following definition of 
this idea: 


= = -— _ 
intspec (x) = (x, x"), P diy mo dme PI Net x! spec Nc‘ x”: 
d/ a a 


With this definition we can build up the tollowing definition 
of the Axiom of Affinity (Affinax) 
Affinax T (x, 0): int spec (в) ‚int spec ( x ) Yd 

/ 
: Ne я spec №" 7 Ж NclCls' x spec Nc (t^ œ). 

We see that Affinax cannot be applied to classes, which are 
not self-comparable. Therefore we never can prove with this axiom 
the multiplicative axiom or some equivalent axiom. It is easy to 
see, although it can by no means be proved that Affinax is con- 
sistent with Transcax If we take Transcax for Infinax and Affinax 
for Multax, we get a system, which is as well founded as Cantor's 
system, and which enables us to have a generalised Arithmetic 
and Mathematical Analysis 


Additional errata to Part I. 


. 20, 1. 34, read фр for /4 
21, 1. 2, 3 and 4 read w for f 
р. 23, 1. 16 read „Fundamental class-letters“ for „Fundamental and 

functional class-letters*. 
p. 24, 1. 26 read G(A4,u) for H(A, 7) 
р. 25, footnote read 014141 for 0:13:131 

*9 15s for X 9:15 
25, footnote 3 read x for x, y for a 
26, 1. 22 read „noted individual variables“ for „noted variables“ 
26, |. 24 read xy[p{x,y}l, yz[ptz yi] for æplp{x}], фи =] 
28, l. 8 read „are to be uscd in # as denoting“ for „denote* 
28, |. 17 read „expression or a real variable, №“ for „expres- 
sion, E“ 

р. 28, 1. 23 read „we can make any substitution for a letter in 
all its occurrences, allowed in the defining symbol“ for „we 
can take a functional expression for a determined real va- 


"ov 


p => es 


riable *. 


141 


. 28, |. 28 read ,F(E") is a propositional expression“ for „F(E'), 


F(Q) are propositional expressions“ € 


. 29, 1. 15 read „Е, if all determined variables of E are deier. 


mined variables of E°.“ for „E.“ 
l. 17 read „in respect of this expression“ for „expressions“ 


. 29, 1. 26 read „fundamental indetermined“ for „fundamental“ 


29, footnote read „conformable* for ,conform“ 

29, 1. 32 read „and И“ for „or if“ 

30, 1. 12 read „in respect of E^ for „one with another and with K“ 

31, l. 4 and l. 11 read „any fundamental letters ог any functio- 
nal expressions“ for „any funetional expressions“ 

32, |. 7 read „any compatible propositional* for „any propo- 
sitional “ 


. 87, 1. 12 is to be cut out 
. 42, |. 2 read = for = 
ау 
. 42, 1. 10 read = for = and = for = 
df dj 
42, 1. 25 read u = u. for u = v 
43, read — for = 
43, 1. 13, 15 read и’ for u and u and v for v and e 
44. 1, 11 read —V for . a — V. 
44, L 12 read —V,,) for. — Ve. 
45 3, 2 read = Ton = a" 
45, L 91 read .Еомус- Ru. for. Инне == ы. 
47, l. 11 and 12, read (7 for D 
Errata to Part IT. 
. 96, 1. 3 read „is“ for „in“ 


.103,1. 10 read extens4 for extens; 
. 117,1. 6 and 26 read = for = 


Q 
. 119, last line read u” v (AQ). elt Ate Or = ((P| №) 


I am indebted to Мг. Skarzenski for valuable remarks con- 


cerning the errata to Part I. I am -also indebted to Mr. М.Н. Dzie- 
wicki for the reading of proofs. 


Notice sur le Mémorial des Sciences 
Mathématiques 


Directeur : 


i Henri Villat 


Correspondant de l'Académie des Sciences, Professeur à l'Université de Strasbourg, 
Directeur du ,Journal de Muthématiques pures et appliquées". 


Paris, chez Gauthier-Villars et Cle, 55, Quai des Grands-Augustins. 


M. Henri Villat vient de fonder sous le haut patronage de: 
l'Académie des Sciences de Paris, l'Académie Royale de Serbie 
(Belgrade), l'Académie Royale des Sciences de Belgique (Bruxelles), 
l’Académie des Sciences de Bucarest, l’Académie Polonaise des 
Sciences et des Lettres (Cracovie), l’Académie des Sciences de 
l'Ukraine (Kiew), la Real Academie de Ciencias Exactas, l'isieas 
y Naturales (Madrid), l’Académie Tchèque des Sciences (Prague), 
la Reale Accademia dei Lincei (Rome), l'institut Mathématique de 
l'Académie des Sciences de Suede (Stockholm, fondation Mittag- 
Leffler), la Société Mathématique de France, ete., avec la collabo- 
ration de nombreux savants, une nouvelle collection portant le titre 
de: Mémorial des Sciences Mathématiques. 

Voici en quels termes l'éminent fondateur de cette collection 
formule le but qu'il avait en vue: 

„Notre but est de constituer un ensemble de petits volumes 
sur tous les sujets intéressant les Mathématiques. Chacun de ces 
volumes donnera l’exposé et la mise au point d’une question pré- 
cise et bien délimitée. Sur une telle question, on trouvera la suite 
ordonnée de tous les faits fondamentaux, tous les résultats acquis, 
et un tableau des principaux progres qui paraissent actuellement 
désirables, ou en cours de réalisation. Nous donnerons (sauf exce- 
ptions), seulement les grandes lignes des démonstrations, et l'on ne 
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verra pas Citer toutes les démonstrations successives, par exemple, 
d'un même résultat. si deux ou trois seulement d'entre elles ont 
une réelle importance. C’est dire que la documentation de chaque 
fascicule sera critique et non pas encyclopédique, en ce sens que 
parmi les travaux cités, ceux qui contiennent les idées vraiment 
neuves et fécondes seront. comme il convient. spécialement mis en 
évidence. Une solide bibliographie, d'une consultation aisée, sera 
placée à la fin des volumes. 

Nous pensons que les fascicules du Mémorial sont appelés 
à rendre de grands services. En ce qui concerne l'enseignement, 
ils sont destinés à combler une lacune, en abordant des sujets im- 
portants restés en dehors des programmes d’examens, ou à peine 
abordés dans les grands Traités. 

D'autre part, tous les chercheurs estimeront fructueuse l'exis- 
tence d’une Collection leur permettant de s’assimiler aisément, au 
moyen d'un guide sûr, l'essence d’une théorie qui ne rentrerait pas 
dans le cadre de leurs études habituelles". 

Ce peu de mots suffit pour faire comprendre les services 
inappréciables que le „Memorial“ est appelé à rendre aussi bien 
aux mathématiciens de profession qu'à tous ceux qui ont l'occasion 
d'appliquer les Sciences mathématiques au cours de leurs recherches. 

Plusieurs fascicules du ,Mémorial^ viennent de paraître et 
nous allons les analyser brievement. Le fascicule I est dà à M. Paul 
Appell. Membre de l'Institut et Recteur de l'Académie de Paris, et 
porte le titre suivant: Sur une forme générale des équations de la 
dynamique. | 

Dès 1899 М. Appell avait fait connaître une forme remar- 
quable qu'il est possible de donner aux équations de la mécanique 
classique. Les équations de M. Appell, intimément liećs au „principe 
de la moindre action“ de Gauss, ont cela de remarquable qu'elles 
s'appliquent quelle que soit la nature des liaisons, pourvu que les 
liaisons solent réalisées, de telle facon que l'équation générale de la 
dynamique soit exacte; les équations de M. Appell sont donc beau. 
coup plus genćrales que celles de Lagrange qui ne s'appliquent 
qu'aux systèmes holonomes. Il était à prévoir que les équations de 
M. Appell, à eause de leur grande généralité, pourraient rendre de 
grands services non seulement en mécanique proprement dite mais, 
qu'en outre, elles permettraient de découvrir la parenté existant 
entre les lois régissant les phénomènes physiques de classes diver- 
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ses et les lois de la dynamique dans des cas où les équations de 
Lagrange n'auraient pas permis d'atteindre le même résultat; c'est 
се que confirment pleinement les applications, déjà nombreuses et 
importantes, auxquelles ces équations ont donné lieu. 

Dans le petit livre dont nous présentons une brève analyse, 
M. Appell, apres une courte introduetion d'un caractere philoso- 
phique, consacre quelques pages extrêmement instructives à l'étude 
des différents genres de liaisons ainsi qu'aux diverses façons de 
les réaliser; ensuite, aprés avoir établi les équations qui lui sont 
dues, il présente un aperçu des principales applications de ces équa- 
tions. L'ouvrage se termine par une bibliographie tres complete des 
questions qui se rattachent au sujet traité. 

Le Livre est écrit avec la maitrise bien connue de son illustre 
auteur et permet de se renseigner, avec le minimum d'efforts, sur 
l'un des chapitres les plus captivants des sciences mathématiques. 

Ajoutons que, à cause de sa portée philosophique, l'intérêt que 
présente le bel ouvrage dont nous venons de chercher à donner 
une idée, dépasse de beaucoup celui d'une monographie, méme ex- 
cellente, mais limitée à un sujet strictement borné. 

Fascicule II. Fonctions entières et fonctions méromorphes d'une 
variable par G. Valiron, Professeur a la Faculté des Sciences de 
Strasbourg. L'auteur s'est proposé de fournir au lecteur les moyens 
de se renseigner d'une façon complete sur les belles et importantes 
théories qui se groupent d'une part autour du théorème de Weier- 
strass sur la décomposition d'une fonction analytique entière en un 
produit de ,facteurs primaires“ et d'autre part autour du théorème 
suivant de M. E. Picard: Une fonction uniforme prend une infinité 
de fois toute valeur sauf deux valeurs exceptionnelles au plus dans 
le voisinage d'une singularité essentielle isolée. M. Valiron. dont les 
remarquables contributions aux théories précédentes sont bien con- 
nues, a pleinement atteint le but que nous venons d'indiquer. On 
trouvera dans son petit livre les énoncés des principaux résultats 
acquis avec des indications sommaires sur les relations qui subsis- 
tent entre ces résultats et, en utilisant les renvois à la bibliogra- 
phie, le lecteur pourra approfondir à son gré les points qui lui 
inspireralent un intérét particulier. 

Fascicule III. Sur les fonctions hypergéométriques de plusieurs 
variables; les Polynómes d'Hermite et autres fonctions sphériques dans 
l'hyperespace. Par М. Paul Appell, Membre de l'Institut, Recteur 
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de l'Académie de Paris. Ce mémoire n'est autre chose qu'une ex- 
position condensee mais remarquablement lucide des sujets énumé- 
rés dans le titre et pourra être lu aisément par quiconque possède 
les principes classiques de l'Analyse mathématique. La bibliographie 
qui se trouve à la fin du livre permettra au lecteur de se rensei- 
gner d'une façon complète sur tous les sujets étudiés dans le corps 
de l'ouvrage. 

Fascicule IV. Esquisse d'ensemble de la Nomographie. Par М. 
Maurice d’Ocague, Membre de l'Institut, Professeur à l'Ecole Poly- 
technique. On trouvera, dans cet ouvrage, une esquisse tres intéres- 
sante de la théorie générale de l'application des procédés graphiques 
à la résolution des problémes d'Analyse mathématique ou des pro- 
blémes réductibles aux précédents. 

Le fait que le fascicule consacré à la Nomographie ait été 
rédigé par un auteur d'une compétence aussi exceptionnelle en cette 
matière que l'est M. d'Ocagne, constitue une véritable bonne fortune 
pour les lecteurs du „Mémorial“. 


S. Zuremba. 


Rocznik Polskiego Tow. matematycznego. 10 


Compte-rendu des séances 
de la Société polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie. 


26. XI. 1923. M. В. Witwinski: Sur les réseaux isother- 
miques des surfaces (Prace Mat.-Fiz. 1925). 

16. XII. 1923. M. O. Nikodym: Quelques remarques sur les 
principes des mathématiques pures. 

М. М. attire l'attention sur la tendance à construire les systè- 
mes déductifs en faisant abstraction du sens des termes primitifs et 
en rendant ces systèmes automatiques. Outre les termes primitifs et les 
axiomes il y a des ,regles de procédé“ dans les systèmes déductifs. 
M. N. s'oecupe de ces régles sur un exemple analogue au paradoxe 
de Russell. 

21. XII. 1923. M. J. Splawa-Neyman: Sur les valeurs 
théoriques de la plus grande de m erreurs. Voir: Prace Matema- 
tyezno-Fizyezne 1924. 

25. I. 1924. М. W. Sierpinski: Sur quelques nouveaux ou- 
vrages de la théorie des ensembles. М. 5. Mazurkiewiez: Sur la 
différentiation des fonctions de Lipschitz. 

15. II. 1924. M. C. Kuratowski: Sur l'état actuel de l'axio- 
matique de la théorie des ensembles. M. K. considère le système sui- 
vant (qui est une modification de celui de Zermelo et de Fraenkel) 
d’axiomes admettant deux termes primitifs: la notion d'ensemble et 
la relation xey (x appartient à y). 

I: Si les ensembles A et B contiennent les mêmes éléments, 
А = B; II: pour tout systeme de deux ensembles A et В, il existe 
la somme 4 + В; Ш: А étant un ensemble, tous ses éléments z 
qui vćrifient une fonction propositionnelle donnée (x), forment un 
ensemble; IV: pour tout ensemble dont les éléments sont des en- 
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sembles, il existe la somme de ces ensembles; V: pour tout en- 
semble, il existe l’ensemble de tous ses sous-ensembles; VI (axiome 
du choix): pour tout ensemble d'ensembles non-vides et disjoints, 
il existe un ensemble qui contient un élément de chacun de ces 
ensembles; VII (axiome de l'infini): il existe un ensemble non-vide 
A tel que, si Xe A, il existe un Y tel que Ye A, УС X et Y+ X; 
VIII (axiome de substitution): si à tout élement x d'un ensemble A 
correspond un ensemble F(x), tous les F(x) forment un ensemble. 

L'indépendance des axiomes, outre l'axiome du choix, ne pré- 
sente pas de difficulté (d’ailleurs l’axiome IT est indépendant des 
axiomes I, III— VII, mais il dépend de lax. VIII). Quant a la suf- 
fisance du système, M. K. remarque que. même à l’aide de l’axiome 
VIII (dû à ММ  Mirimanoff et Fraenkel), on ne saurait établir 
l'existence des nombres ordinaux initiaux о, dont l'indice а soit 
de second genre et tel que w, ne soit confinal avec aucun nombre 
inférieur. 

29 II. 1924. M. W. Sierpiński: Sur un problème de la thé- 
orie des ensembles (A). Voir: Fund. Math. VII pp. 155 —158, 198—202. 

14. Ш. -- 28. ПІ. .924. MM. А. Rajchman et A Zeg: 
mund: Sur les principes et les problèmes de la théorie riemannienne 
des series trigonométriques. 

M. R. considère ses théorèmes sur la multiplication et sur la 
double integration des séries trigonométriques comme une nouvelle 
forme et extension des résultats, formant la base de la théorie rie- 
manuienne des series trigonométriques Il insiste: 1° sur ce que 
toute la théorie de la multiplication des séries trigonométriques 
peut être ramenée au cas banal de la multiplication par le binôme: 
e" — 1; 2° sur ce que la voie de l'extension. du théorème fonda- 
mental de Riemann (sur la possibilité d'intégrer terme à terme une 
série trig conv.) indiquée par М. Féjer peut être remplacée par 
une méthode plus simple et menant plus loin au point de vue des 
applications; pour étudier les séries trig. à coeff tendant vers 0, 
et même quelques développements plus généraux, il suffit d'intégrer 
la serie sommable (par le procédé des moyennes arithm. et même 
par celui de Poisson) considérée deux fois seulement; 3° sur le lien 
qui existe entre la théorie de la multiplication des séries trig. et 
le probleme de Cantor (de l'unicité du développement trig.). Ensuite 
М. В. donne une esquisse de l'état actuel des recherches sur le 
problème mentionné de Cantor. Voir: Rajchman „Sur la multi- 

10* 
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plication...“ Math. Ann, „Sur la possibilité dappli- 
quer...“ Math Zeitsch. 

M. Zygmund considère la classe des ensembles d'unicite qui 
correspond à une suite donnée des nombres positifs : 


(S) En > 4 >... > &,..., lime, = 0). 
Tout ensemble de points E situé sur (0, 2л) et vérifiant la con- 
dition: „pour toute série trigon. 4a, + Ма, eos nz + b, sin nz, 


Va? -- b! <e,, convergente vers 0 en dehors de E. on a а, — 0", 
est dit ensemble d’unicité relatif à la suite (S). 

M. Z. démontre que pour toute suite (S) 1l existe des 
ensembles d'unicité de mesure positive et aussi vol- 
sine de 2л que l'on veut. Voir: „Contribution à l'unicité du 
développement trigonométrique^ Math. Zeitschr. Bd. 25. 

11. IV. 1924. M. J. Splawa-Neyman: Essai d'application 
de la Statistique mathématique à la résolution de quelques problèmes 
agricoles. Voir: Revue de Statistique t. VI, fasc. 9 —12. 

20. IV. 1924. MM. Mazurkiewiez et Sierpinski: Sur 
les ensembles (A). Voir: Fund. Math. VI. 

9. V. 1924. M. А. Tarski: Sur les principes de l'arithmétique 
des nombres ordinaux (transfinis), Apres avoir analysé les ouvrages 
concernant ce sujet. M. Т. présente un systeme d'axiomes admet- 
tant „<“ comme le seul terme primitif, а est, par définition, un 
nombre ordinal. sil existe un É tel que а <È. Ax. I: S'il existe 
un nombre ordinal jouissant d'une propriété donnée, il existe alors 
un 4 qui possede aussi cette propriété et tel que, si 6 la possede, 
опа EX u et и<ё ou bien и--6. Ax. П: Il existe, au moins, 
un nombre ordinal. Ax. ІП: S'il existe un £ tel que É< а, а est 
un nombre ordinal. Ax. IV: S'il existe des nombres ordinaux, il 
en existe un a tel que: 1° il y a un š tel que <a, 2° si n <a, 
il existe un £ tel que £— et £ <a. Ax. V: Pour chaque а il 
existe un f tel que aucune fonction f ne peut satisfaire à la fois 
aux deux conditions suivantes: 19 si E< 6, /(5) <a, 2° f(š) —/(q) 
entraîne E= 7. Ax. VI: Pour chaque nombre a et chaque fonction f, 
il existe un nombre 4 tel que, si E< а et /(5) est un nombre or- 
dinal, alors /|$) < 4. 

M. T. expose les raisons pour lesquelles il semble que ce 
système fournit une base suffisante pour construire la théorie des 
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nombres transfinis. П fait observer ensuite que 1°: le système peut 
être interprété dans le système d’axiomes de la théorie des ensem- 
bles de Zermelo (l'axiome du choix exclus, et l’axiome de substi- 
tution inclus), 2°: si l’on suppose le système d’axiomes des nombres 
ordinaux compatible, les axiomes sont indépendants, 3°: s'il existe 
un nombre ordinal régulier à indice de II espece (Hansdorff), son 
existence ne peut être déduite du système (au cas où il est com- 
patible; si, au contraire, un tel nombre n'existe point, le système 
est catégorique (au sens de Veblen-Huntington). 

23. V. 1924. M. J. Splawa-Neyman: Sur les applications 
de la theorie des probabilités aux expériences agricoles. Roczniki nauk 
roln. X, Poznan 1923. 

13. VI. 1924 M. J Lukasiewicz: Démonstration de la 
compatibilité des axiomes de la théorie de la déduction. M. L. emploie le 
terme théorie de la déduction dans le même sens que MM Russell 
et Whitehead dans les ,Principia mathematica“. Son systeme est 
basé sur les trois axiomes: 4,: ~p_)p._)p, dą: p) *p 9. 
Asi p)g.):9.2r. 2p T. 

Tous les théoremes s'en déduisent à l'aide des régles de sub- 
stitution et de déduction. M. L. prouve que le systeme ainsi con- 
struit ne contient aucun couple de propositions contradictoires. Dans 
ce but, il suppose que les variables n'admettent que deux valeurs 
О et 1 et que: 


(1) -0= 1 (3) quA Der =| у. = 0 
(2) -1=0 OLDER (6) 1 )1.—0 


Si l’on substitue dans les propositions du système, 0 et 1 aux va- 
riables, ces propositions deviennent égales à 1, en vertu des égalités 
(1) — (6). Par exemple Гах. A, devient, en substituant 1 à p et O à д: 


1 ):—1790:2:1 ).0 JO = ADS]. =1, 


Aucune proposition du systeme ne peut done être la négation d'une 
autre, car cela conduirait à des expressions égales à ~1, donc à 0. 

Une méthode analogue permet d'établir lindependance des 
axiomes. Les axiomes 4, — A, sont indépendants. Parmi les axiomes 
*1:2—*1:6, adoptés dans la Ге édition des Principia, *1'5 résulte 
des autres; tous les autres sont indépendants. Dans le systéme de M. 
Hilbert (Math. Ann. 88 p. 153) Рах. 2 dépend des nutres, les 
autres sont indépendants. 
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10. X. 1924. Conférence de M. Sierpinski sur les travaux 
du Congrès de Toronto. 

31. X. 1924. M. Sierpinski: Sur quelques opérations sur 
les ensembles. Voir: Fund. Math. VI p. 100—105, Fund. Math. УП 
р. 144—148, 237 — 243. | 

М. Tarski: Une remarque concernant les principes d'arith- 
métique théorique. M. Т. établit la proposition suivante: tout système 
d'axiomes de l'arithmétiqne des nombres réels peut être — еп in- 
terprétant convenablement les termes primitifs — admis comme 
systeme d'axiomes de l'arithmétique des nombres complexes et vice 
versa. Cela tient au fait qu'on peut définr une correspondance 
biunivoque entre l'ensemble des nombres réels et celui des nombres 
complexes (la méme proposition est vraie de l’arithmétique des 
nombres naturels, d'une part, et des nombres entiers ou rationnels 
de l'autre). 

M. T. établit sa proposition en considérant un systeme U 
d'axiomes pour les nombres réels positifs qui contient trois termes 
primitifs: „nombre positif", „1“ et ,--". Comme la fonction 
f(x) = 2 établit une correspondance biunivoque entre les nombres 
positifs et réels, on transforme U en un systéme U* de l'arithmé- 
tique des nombres réels, si l'on remplace les termes primitifs par: 
nombre réel“, ,1*" et „+, où 1* — 0, r+ *y = log, (2* 4 2"). 
D'une façon analogue, on en déduit l'axiomatique des nombres com- 
plexes. Si l'on suppose le systeme U „complet*, le système U* 
l'est également. 

M. T. observe que N. Wiener s’est proposé de construire 
l'arithmétique des nombres complexes à l’aide d'un seul terme pri- 
mitif (Publ. Massachusets Inst. Techn. II, 3); mais за solution n'est 
pas satisfaisante, car il ne parait pas possible de définir chez lui 
le nombre 2 et de le discerner de — i. D'autre part, N. Wiener 
a résolu le même probleme pour le cas des nombres réels à l’aide 


de la fonction f(x,y) = 1 = (on pourrait la remplacer par 2”.у 


ou z”; ог, la méthode de M. Tarski permet de transporter di- 
rectement le résultat de M. Wiener dans le domaine des nom- 
bres réels. 
14. XI 1924. M. F. Leja: Sur les séries entières multiples. 
Soient A(a, a, ...а,) et Bib b,...b,) deux points de l'espace à m 
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dimensions dont les coordonnées sont toutes positives. L’arc de la 
courbe 


zy 

EP 
passant par À et B, situé entre ces deux points, sera dit l'arc hy- 
perbolique AB. 

On peut démontrer que, si une série multiple Zo, 21...22" 
est absolument convergente en deux points quelconques A et B 
des coordonnées positives, elle est absolument convergente sur l'arc 
hyperbolique AB tout entier (c'est une généralisation d'un théorème 
de V. Almer, Arkiv f. Mat. Astr. och Fysik 17, 1922). M. L. 
montre comment on peut appuyer sur ce théoréme l'étude du do- 
maine de la convergence absolue d'une série entière multiple. 

28. XI. 1924. M. S, Straszewicz: Sur la théorie des cour- 
bes planes. 

J étant un are de Jordan, s'il existe un maximum fini я de 
segments d'intersection d'une droite queleonque avec J (un point 
isolé étant regardé comme segment), J est d'ordre я. Les arcs 
d'ordre 2 sont les ares convexes. M. S. signale le théoréme suivant: 
Tout arc d'ordre 3 est une somme de 4 ares d'ordre 2. Ce théoreme 
s'étend aux continus sans points intérieurs (lignes cantoriennes). 

19. XII. 1924. M. S. Saks: Sur une classe de fonctions d'in- 
tervalles. Voir: C. R. Paris 192.. 

17. I. 1925. M. S. Mazurkiewicz: Sur les figures d'équilibre. 

M. Lichtenstein a démontré que T étant une figure d'equilibre 
de volume » correspondant à la vitesse angulaire w, — il existe 
pour la distance des points de T de l'axe de rotation, une borne 
ne dépendant que dev etw. M. Mazurkiewiez démontre l'exi- 
stence d'une borne analogue pour l'épaisseur de T dans la direction 
de l'axe de rotation. 

13. IL 1925. M. O. Nikodym: Ezemple d'un ensemble fermé 
dont les points linéairement accessibles forment un ensemble non me- 
surable (B). 

Considérons un systeme de coordonnées cylindriques x, r, Ф 
(axiale, distancielle et asymutale) d'un point arbitraire P situé en 
dehors de l'axe. Soit M un ensemble (А) non mesurable (B) situé 
sur Гахе des x et soit +, we} son systeme déterminant d'inter- 
valles fermés. d,..., est l'intervalle ouvert qui s'obtient de 0,.., 


| 
CHE 
ің 
x 


Ai қ Qa. 
4 Pi k = ` ege 76, e 4 ] ==> . вг 26% 
=| de À 1,2:.:4, 0, = log b? ZBOŻE, 
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en le prolongeant de т à chaque extrémité. q,.., est l'intervalle 


k 
que l'on obtient en écartant les extrémités de l'intervalle qui est la 
fermeture de l’ensemble des nombres irrationnels dont le develop- 
| 1] 
Е + | Ер 
Wace est GE des points (2, ғ. ©) R que z£Ó,..., 
| 
— <” e? ә) P5998 Or, le complémentaire de l'ensemble 


х -+ 2 


pement en fraction continue commence par T dT, 


5-5 W,” 


ya] he. d 


est l'ensemble cherché. 

27. II. 1925. M. C. Zarankiewiez: Sur les continus Jor- 
daniens. _ 

M. Z. prouve que: 1° pour q'un continu soit Jordanien il faut 
et il suffit que tout ensemble fermé qui le découpe entre deux 
points, le disjoigne entre les mémes points; 2* l'ensemble de points 
qui découpent un continu Jordanien est somme d'une suite infinie 
d'ensembles fermés. 


M. Kuratowski annonce le théorème: pour qu'un continu 
C soit Jordanien il faut et il suffit que, В, étant des ensembles 


ouverts dans C, on ait 51 (A) D НЕ ` Уһ.) où F(R) désigne la 


n=l] 
frontière de R. 

27. ІП. 1925. ММ. 5. Mazurkiewicz et 5. Saks: Sur les 
projections orthogonales des ensembles fermés. 

M. Mazurkiewicz établit l'existence d'un ensemble plan fermé 
dont la projection orthogonale sur toutes les droites d'un faisceau, 
sauf une, est un ensemble de mesure nulle, tandis que la projection 
sur la droite exceptionnelle est un segment. M. Saks y apporte 
quelques simplifications. (A paraître au vol. VIII des Fund. Math.) 

17. IV. 1925. M. A. Rajchman: Sur la convergence multi- 
ple des séries. 

Une série (1) b u, est doublement convergente si la série (2) 


nal 
> Ï u, converge. Si la convergence de la série (2) est (p—1)-uple, 


m=] nem 


celle de la série (1) est dite p-uple. 
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M. Rajchman prouve que, si une série trigonométrique con- 
verge vers 0 dans tout un intervalle, sa convergence en tout point 
intérieur du dit intervalle est p-uple, si grand que soit p. Il en 
résulte que toute série de Taylor à coefficients tendant vers О est 
à convergence multiple d'un ordre infini dans tout point de régu- 
larité (de la fonction développée) situé sur la circonférence |2| = 1. 

15. V. 1925. M. A. Zygmund: Sur un théorème de M. Mar- 
cel Riesz. 

M. Z. présente une simple démonstration du théoreme suivant: 
toute serie finie (C, a) et sommable (C, В) (— 1 < a < 6) est sommable 
(C, a + 2) (théorème démontré pour a > 0 par M. Riesz). Il énonce, 
en outre, quelques théorèmes concernant les moyennes typiques et 
leurs applications dans la théorie des séries trigonométriques. En 
particulier: toute série finie (В,е”»,а) et sommable (А, её", В) 
(О < œ < B) est sommable (R. e, a) (0 < œ < B). 

29. V. 1925. M. F. Leja: Sur les groupes abstraits continus. 

Soit G une classe (L) de Fréchet oü on a fait correspondre 
à tout système de deux éléments a et b, un élément ab (leur pro 
duit) de façon que 1°: (ab)c=a(bc); 2°: il existe un élément e 
(l'unité) tel que ae==ea= a, quel que soit a; 3°: à tout élément 
a correspond а”! (l'élément inverse) tel que aa-1=e; 4: lors- 
que а, уа et b,— b on a a, b, ab. L'ensemble G est dit groupe (L). 
Ce groupe est dit continu s'il est homéormophe d'un semi-continu 
situé dans un espace métrique. M. Leja établit quelques propriétés 
topologiques des groupes ainsi définis et indique plusieurs proble- 
mes qui sy rattachent. 


Liste des publications périodiques avec lesquelles la Société 
polonaise de mathématique échange ses Annules. 


Bologna. Bolletino della Unione Matematica Italiana. 

Brno. Publications de la Faculté des Sciences de l'Université 
Masaryk. 

Calcutta. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society. 

Jassy. Annales Scientifiques de l’Université de Jassy. 

Paris. Bulletin de la Société mathématique de France. 

Roma. Rendiconti di Seminario Matematico della Facolta di Scienze 
della Universita Roma. 

Szeged Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hun- 
garicae Francisco Josephinae. 

Warszawa. Fundamenta Mathematicae. 

Prace Matematyczno-Fizyczne. 

А Przeglad Matem.-Fizyezny. 

Wien. Monatshefte fir Mathematik und Physik. 


n 


Ouvrages rscus. 


Cailler Charles: Introduction géométrique à la Mécanique Rationelle. 


Etat 


De la Société polonaise de Mathématique au commencement 
de l’année 1925. 


Président: M. S. Dickstein. 
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Il existe trois sections de la Société, l'une à Lwów, présdée par 
M. Lomnicki, la seconde a Varsovie, présidée par M. Mazur- 
kiewicz et la troisième à Poznan, présidée par M. Krygowski. 
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